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1 Minimo muiltiplo comum

Continuando nossa aula, vamos estudar o minimo multiplo
comum de um conjunto finito de ntimeros naturais.

Consideremos o0s numeros naturais nao nulos
ai,as,...,a;, ou seja, tais que nenhum deles ¢é igual
a zero. O minimo maultiplo comum (abreviamos
MMC) dos numeros ai,as,...,a; € o menor nimero
natural nao nulo m que é multiplo de todos esses nimeros,
ou seja, m satisfaz as duas condigoes abaixo:

(1) m # 0 é multiplo de aq,aq,...,a;

(2) Se m’ # 0 é miltiplo de ay,as,...,q;, entdo m < m/'.

Exemplo 1. Os maultiplos de 15 sao os numeros 0, 15, 30,
45, 60, 75, 90, 105 etc, e os maltiplos de 21 sao os numeros
0, 21, 42, 63, 84, 105 etc. Observando as duas listas de
maltiplos, vemos que o menor elemento pertencente a am-

bas € 105. Logo, 105 ¢ o MMC de 15 e 21.

Generalizando a ideia do exemplo [ consideremos, para
cada n natural, o conjunto M (n) dos multiplos de n, ou
seja,

M(n) ={0,n,2n,3n,4n,...}.

Para ai,as,...,a; naturais nao nulos, o conjunto

M(a1) N M(az) N -1 M(a;) (1)

é formado pelos nimero naturais que sao simultaneamente
miltiplos de todos os niimeros a1, ag, . . ., a;. Esse conjunto
nao ¢é vazio, porque o produto ajas...a; é um multiplo
comum dos numeros ai, as, ..., a;. Como todos esses
nimeros sao diferentes de zero, seu produto também o é;
logo, a interse¢ao em ([J), além de ndo vazia, possui ele-
mentos diferentes de zero.

Observacdao 2. A razio pela qual supusemos que o0s
numeros ay, a2, ..., a; fossem todos diferentes de zero
€ que, se um deles fosse igual a zero, entdo a intersecdao
em () seria o conjunto {0}. De fato, isso decorre de que
M(0) = {0}. Assim, se um dos nimeros ay, ag, ...,
fosse igual a 0, ndo seria possivel encontrar um nimero
m # 0 satisfazendo as condi¢ées da definicdo de MMC.

O fato destacado a seguir garante a existéncia do MMC:

Todo subconjunto nao vazio S do conjunto dos
numeros naturais nao nulos, admite um elemento
minimo.

Essa afirmacao é chamada principio da boa ordem e é um
dos fatos basicos sobre os quais se apoia toda a aritmética.
No nosso caso, sendo S o conjunto formado pelos elemen-
tos nao nulos de M(ay) N M(az)N---N M(a;), temos que
S é nao vazio, porque o produto aias...a; pertence a S.
Assim, pelo principio da boa ordem, S possui um elemento
minimo, quer dizer, existe um menor nimero natural nao

nulo que estd na intersecao M(a1) N M(az) N---N M(a;).
De uma outra forma, esse elemento minimo de S é o me-
nor miltiplo de todos os nimeros ay, as, . ..,a;. Assim, o
MMC de uma lista de numeros nao nulos existe e, por-
tanto, é um conceito que faz sentido ser considerado.

Se my e my satisfazem as condicoes (1) e (2) da definigdo
de MMC, entéo, aplicando a condigao (2) com m; no lugar
de m e mo no lugar de m’, concluimos que m; < mo.
Analogamente, também temos mo < m;. Logo, m; = mg,
ou seja, o MMC de uma lista de nimeros nao nulos é
tnico.

Usamos a notagdo mmc (ag,as,...,q;) para indicar o
MMC dos ntimeros naturais nao nulos ai,as, ..., a;.

Assim como fizemos para o MDC, vamos, agora, exibir
alguns métodos para o calculo do MMC de um conjunto
de ntimeros naturais nao nulos.

Primeiro método: listagem de maultiplos. FEsse
método é o que utilizamos no exemplo [II Listamos os
multiplos de cada um dos ntimeros dados e procuramos
identificar o menor nimero que é multiplo de todos, isto
é, que pertence a todas as listas de miultiplos. Os argu-
mentos expostos anteriormente garantem que esse método
funciona, pois 0 MMC de uma lista de nimeros naturais
nao nulos existe e é inico. No entanto, esse método pode
ser muito trabalhoso se tivermos que lidar com niimeros
grandes.

Exemplo 3. Para calcular mmc (35,231), listamos primei-
ro os multiplos de 35 e 231:

M(35) = {0,35,70, 105,140, 175, 210, 245, 280, 315, 350,
385, 420, 455, 490, 525, 560, 595, 630, 665, 700,

735,770, 805, 840, 875, 910, 945, 980, 1015, 1050,
1085, 1120, 1155, 1190, 1225, .. .}

M(231) = {0,231, 462, 693,924, 1155, ...}

A excecao do zero, o numero 1155, sublinhado nas duas lis-
tas, € o primeiro que aparece em ambas. Logo, ele é o me-
nor maltiplo comum de 35 e 231, ou seja, mmc (35,231) =

1155.

O primeiro método também funciona quando queremos
calcular o MMC de mais de dois ntimeros.

Exemplo 4. Vamos calcular o MMC de 10,15 e 21.
M(10) = {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120,
130, 140, 150, 160, 170, 180, 190, 200, 210, .. .}
M(15) = {0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135, 150, 165,
180,195,210,...}

M(21) ={0,21,42,63,84,105, 126,147, 168, 189, 210, ...}
Logo, mmc (10,15,21) = 210.
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Segundo método: decomposigao simultanea. Como
o préprio nome ja diz, esse método consiste em decom-
por simultaneamente, como produtos de fatores primos, os
nimeros dos quais queremos calcular o MMC.

Exemplo 5. Vamos calcular novamente mmc (35,231),
usando agora o sequndo método. Geralmente, escrevemos
os numeros lado a lado, separados por virgulas, e tracamos
uma reta vertical a direita desses mumeros, do seguinte

modo:
35,231

Como o menor numero primo que divide um dos nimeros
¢ 3 (divide 231), escrevemos:

35,231 | 3

Em seguida, dividimos 231 por 3 e escrevemos o quociente
77 logo abaizo de 231. Como 35 ndao € divisivel por 3,
apenas repetimos esse numero na seqgunda linha:

35, 2313
35, 77

Repetindo o processo, procuramos o prorimo primo que
divide um dos numeros. O primo 5 divide 35, logo, fazendo
COMO acCiMma, esSCrevemaos:

35, 2313
35, 7|5
7,77

Os prozimos primos sdo 7 e 11:

35, 231| 3

35, 77| 5
7, 11| 7
1, 1111
1 1

)

O processo terminard quando obtivermos uma lista for-
mada apenas pelo nimero 1, pois nao serd mais possivel
diwvidir por primos. O MMC serd, entdo, igual ao produto
dos numeros primos que aparecem na coluna a direita da
linha vertical: mmc (35,231) =3-5-7-11 = 1155.

Exemplo 6. Vamos usar o seqgundo método para calcular o
MMC de mais de dois niumeros. Mais precisamente, para

calcular mmc (18,24, 30), fazemos como abaizo:

18, 24, 302
9, 12, 152
9, 6, 152
9 3, 15|3
3, 1, 5|3
1, 1, 5|5
1, 1, 1

Assim, mmc (18,24,30)=2-2-2-3-3-5 = 360.
Terceiro método: decomposicao em fatores primos.
Seja

P={2,3,57,11,13,17,19,23,...}

o conjunto dos nimeros primos. Se n > 1 é um ndmero
natural, sabemos que existe um inico modo de escrever n
como produto de poténcias de elementos de P:

no=2" .32 5.7 (2)

Como P é um conjunto infinito e n tem uma quantidade
finita de fatores, podemos garantir que r; = 0 para todo
valor suficientemente grande de 1.

Exemplo 7. A decomposicio do nimero 525 €
525 =2°.3%.5%.71.110.13%... |

de forma que, a partir do fator 11, todas as poténcias de
primos que aparecem como fatores messe produto tém ex-
poente zero (logo, sdo iguais a 1). E claro que podemos
simplesmente escrever 525 = 3-52-7, mas a decomposicio
escrita como em ([2) serd 4til para calcularmos o MMC de
dots ou mais numeros.

Vamos, agora, considerar dois niimeros naturais nao nu-
los a e b, e suas respectivas decomposigoes como produtos
de primos:

=27 .32 .53 . 74 ..

h =251 .35 . 5% . 754 ..
O MMC de a e b é dado por
mmc (a,b) = 2™t . 3M2 . 5M3 . 7ML (3)
onde, para cada i, pomos m; = max{r;, s;}, isto é, m; é o
maior dos dois nimeros r; e s;.

Exemplo 8. Para calcular o MMC' de 35 e 231 com o ter-
ceiro método, observamos, inicialmente, que

35=3%.5.71.110.13°...

231 =3".59.79.111.13%... .

Agora, observe que, para cada primo maior ou igual a 13,
o maior expoente tanto em 35 quanto em 231 € igual a 0.
Portanto, de acordo com ([B)), temos

mme (357 231) — 3max{0,1} . 5max{1,0} . 7max{1,0} . 11max{0,1}
=3-5-7-11 =1155.
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Se quisermos calcular o MMC de trés ou mais nimeros,
procedemos da mesma forma. Por exemplo, se

c =9t .3tz gl 7ta .

entdo mmc (a,b,c¢) é dado como em (@), onde agora, para
cada 4, pomos m; = max{r;, s;,t; }, ou seja, m; é o maior
dos trés nimeros r;, s;, t;.

Exemplo 9. Para calcular

comegcamos escrevendo:

mme (525, 1001, 210),

525 =20.31.52.71.110.13%9. 179 ...

1001 =2°-3%.5%. 7t .11t . 131170+
200 =2%.3%.52.79.11°.13%.17%. ..
Agora, notamos que, a partir do primo 17, todos os expo-

entes sao iguais a zero. Selecionando, pois, o maior expo-
ente em cada poténcia de primo, obtemos:

mmc (525,1001,210) = 23-3'.52. 71111130 170 ..
=23.3.52. 7t .11t .13t
=8-3-25-7-11-13
= 600600.

2 Propriedades do MMC

Apresentaremos, a seguir, algumas propriedades que serdao
lteis para o cdlculo do MMC entre dois ou mais nimeros,
bem como para a resolugao de alguns problemas.

A primeira propriedade é uma consequéncia direta do
fato de o produto de dois niimeros ser um miltiplo comum
de ambos.

O MMC de dois numeros naturais nao nulos nao
pode ser maior do que o produto desses ntimeros.
Em simbolos:

mmc (a,b) < ab.

Se o numero a divide o nimero b, entao b é um multiplo
comum de a e b, e é 0 menor mutiplo comum nao nulo, uma
vez que é o menor multiplo nao nulo de b. Logo, podemos
afirmar o seguinte:

Se a e b sdo ntimeros naturais nao nulos e a divide b,
entao
mme (a,b) = b.

Em particular, se a € um ntimero natural nao nulo, entao
mmc (a,1) = a.

Na primeira parte dessa aula, estudamos o MDC de
ntimeros naturais. Na discussao sobre o terceiro método
de célculo do MDC, vimos que podemos obter mdc (a,b)
observando as fatoraces de a e de b como produtos de

poténcias de primos e selecionando, para cada primo, o
menor expoente dos dois que aparecem nas fatoragoes.
Podemos reescrever esse resultado usando a notacao que
estabelecemos aqui, da seguinte maneira: sejam

a=2" .3"2 .57 .74 ..

b 9% g% g e )
as fatoracoes de a e b como produtos de poténcias de pri-
mos. Temos:

mdc(a,b):2€1.3€2.5€3,7f4...7 (5)

onde, para cada i, pomos ¢; = min{r;, s;}, ou seja, ¢; é o
menor dos dois numeros 7; € s;.

De posse de (@), podemos estabelecer uma conexao
muito importante entre o MDC e o MMC de dois nimeros
naturais nao nulos.

Se a e b sao dois niimeros naturais nao nulos, entao

mdc (a,b) -

mmc (a, b) = ab.

Para justificar a validade dessa resultado, vamos multi-
plicar a e b, dados como em (H):

ab = 2T1+81 . 3T2+52 . 5T3+53 . 7T4+S4 .
Agora, para cada i, sejam
¢; =min{r;, s;} e m; = max{r;,s;}.

Se r; > s;, entao £; = s; e m; = r;, de forma que r; + s; =
m; +£;; analogamente, se r; = s; ou r; < s;, ainda teremos
r; + s; = £; + m;. Dessa forma,

ab = 221+m1 . 3l2+m2 . 5l3+m3 . 7l4+m4 .

(26 . 3% .5t 7fa )M gme L gms L pma LY

mdc (a, b) - mmc (a,b),

onde utilizamos @) e (B) na dltima igualdade acima.
Uma consequéncia importante da relacao geral entre o
MDC e o MMC é a seguinte.

Se a e b sdo numeros naturais nao nulos e primos
entre si, entao

mmc (a,b) = ab.

A relacao entre o MDC e o MMC nos fornece outro
método para calcular o MMC de dois ntimeros. Basta cal-
cular o produto dos dois nimeros e o MDC deles, fazendo
uma divisao em seguida. Vamos ilustrar esse método com
um exemplo.

Exemplo 10. Vamos calcular mme (420,95). Para isso,
calculamos o produto 420 - 95 = 41580 e o MDC entre
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420 e 95 por um dos métodos estudados na parte 1. Por
exemplo,

4]22]1]2
420 [ 95 [40 [ 15|10 |5 , (6)
40 [15]10] 5 | 0

de forma que mdc (420,95) = 5. Portanto,

41
mmec (420,95) = g = 8316.

3 Exercicios sobre MMC

Nesta secao, resolvemos alguns exercicios interessantes en-
volvendo a nogao de MMC.

Exemplo 11. O MCD de dois nimeros € igual a 3 e o
MMC desses mesmos niumeros € igual a 42. Determine os
possiveis valores desses numeros.

Solugao: os numeros a e b procurados satisfazem ab =
mdc (a, b)- mmc (a, b) = 3-42 = 126. Como mdc (a,b) = 3,
podemos escrever a = 3u e b = 3v, onde u e v sa0 nimeros
naturais primos entre si. Assim, ab = 126 implica que
9uv = 126, ou seja, uv = 14. Logo, os possiveis valores
parauvevsaou=1lev =14, u=2ev="7,u=Tev =2,
u = 14 e v = 1. Esses valores fornecem, respectivamente,
a=3eb=42,a=6eb=2l,a=21eb=06,a =42
e b = 3. Entao, esses sao os possiveis valores de a e b
satisfazendo as condigoes do problema.

Exemplo 12. Um doente precisa tomar os remédios A, B
e C a cada 3, 4 e 5 horas, respectivamente. Ele tomou o
remédio A as 2h da manha, o remédio B as 3h da manhd
e o remédio C as 4h da manha. Sabendo que ele vai tomar
os remédios por 30 dias, quantas vezes ele tomard os trés
remédios simultaneamente?

Solugao: a contar da zero hora do primeiro dia em que
o doente passou a tomar os remédios, seja n o nimero de
horas que se passarao até que ele tome os trés remédios
simultaneamente pela primeira vez. As prescrigoes dos
remédios fornecem as igualdades n = 3¢q; +2, n = 4¢g2 + 3
e n = Hgs + 4, para certos nimeros naturais qi,qs € ¢s.
Entao, observando que

n+1=3(q+1)=4(g2+1) =5(gs + 1),

concluimos que n + 1 é um miltiplo comum de 3,4 e 5. O
menor valor possivel de n+ 1 é, portanto, o MMC de 3,4 e
5, ou seja, n+ 1 = mmc (3,4,5) = 60; Logo, n = 59 horas.

Isso significa que, apds 59 horas, o paciente tomara
os trés medicamentos simultaneamente pela primeira
vez. Em 30 dias ha 30 - 24 = 720 horas. Dividindo
720 por 59, obtemos quociente 12, o que significa que o
paciente tomara os trés medicamentos simultaneamente

exatamente 12 vezes.

O problema a seguir é bem antigo, podendo ser encontra-
das versoes dele nos tratados do mateméatico e astronomo
indiano Bhaskara I (século VII) e do matemético drabe
Alhazen (século XI), bem como no Liber Abaci de Leo-
nardo Fibonacci (século XIII).

Exemplo 13. Se os ovos em uma cesta sao separados em
grupos de 2, 3, 4, 5 e 6, sobram 1, 2, 3, 4 e 5 ovos, res-
pectivamente. Se esses ovos sGo separados em grupos de
7, nao sobram ovos. Qual é o menor numero possivel de
ovos na cesta?

Solucgao: se n é o nimero de ovos na cesta, o enunciado
nos diz que n = 2q1+1, n = 3g2+2, n = 4g3+3, n = 5qu+4,
n = 6g5 +5 en = Tgs, onde q1, q2, g3, q4, g5 € g6 S0
nimeros naturais. Somando 1 a ambos os membros das
cinco primeiras igualdades, obtemos n +1 = 2(q; + 1) =
3(ga+1) =4(g3+1) = 5(ga+1) =6(gs+1). Assim, n+16
um multiplo comum de 2,3,4,5 e 6, de sorte que o menor
valor para n + 1 é igual ao MMC desses ntimeros, que é,
pelo terceiro método,

mme (2,3,4,5,6) =4 -3 -5 = 60.

Segue que n + 1 é multiplo de 60 e n é multiplo de 7. Os
ntimeros n tais que n + 1 é multiplo de 60 sao 59, 119,
179, .... Dentre esses ntimeros, o menor que também é
miltiplo de 7 é 119 = 7 - 17. Portanto, o menor nimero
possivel de ovos na cesta é 119.

Dicas para o Professor

E possivel cobrir o material dessa segunda parte da aula
em dois encontros de 50 minutos. No primeiro, reserve al-
gum tempo para exercicios mais mecanicos, onde o aluno
deve compreender o funcionamento dos métodos e com-
para-los para decidir qual o mais eficiente em cada si-
tuagao.

A propriedade que liga o MDC e o MMC é de espe-
cial importancia e deve ser estudada com atencao. Os
exercicios mais elaborados, como o exemplo I3, podem
servir de preparagao para o estudo do “Teorema Chinés
sobre Restos”, que nao tratamos aqui, mas é uma conti-
nuacao natural desse assunto. Em particular, vocé pode
explorar com seus alunos problemas onde os restos da di-
visao nao permitem solugoes como as dos exemplos e
I3l comecando com casos mais simples, como por exemplo
o seguinte problema: determinar o menor numero natu-
ral que deiza resto 1 quando dividido por 4 e deiza resto 2
quando dividido por 7.
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