Roteiro de Estudos — OBMEP NA ESCOLA F;., » OBNVIEP
Grupo N3 - Ciclo 6 7 NAESCOLA

1. Introducéo

Com mais de 10 anos de tradicdo, a OBMEP é muito mais do que a aplicacdo de uma
prova e a entrega de medalhas e mengdes honrosas para alguns estudantes. Hoje a
OBMEP é um programa nacional com acdes diversificadas que tém contribuido para a
melhoria da qualidade do ensino de mateméatica no pais da 6® série do ensino
fundamental até o 3° ano do ensino medio.

Para aumentar ainda mais o impacto da OBMEP na melhoria da qualidade do ensino da
matematica no pais, o desafio consiste em envolver cada vez mais as escolas, as
secretarias de ensino, os professores e 0s alunos nas acdes propostas pela OBMEP ao
longo de todo o ano escolar e na ampliacdo da utilizacdo dos materiais didaticos
elaborados pela OBMEP: provas anteriores, bancos de questdes, apostilas, livros,
plataformas virtuais, etc.

Desde a sua primeira edi¢cdo, muitos desses materiais sdo enviados para as escolas e
também sdo disponibilizados na internet. A partir de 2014, através do Programa
OBMEP na Escola, esta sendo oferecida uma formacéo de professores que utiliza esses
préprios materiais e promove encontros para os professores estudarem matematica,
trocarem experiéncias e tirarem suas ddvidas para se sentirem mais seguros e
preparados para utilizarem os materiais da OBMEP e trabalharem com a metodologia
do ensino de matematica atraves da resolucéo de problemas.

A formacdo que o professor recebe e o aprendizado que ele adquire participando do
Programa OBMEP na Escola sdo uteis e trardo consequéncias positivas para todos 0s
alunos de todas as salas de aula que esse professor trabalhar. Entretanto, a aplicacdo do
programa, em horério diferenciado, na sua turma de 20 alunos convidados tera um
impacto bem maior e o aprendizado desses alunos e do professor sera muito mais
intenso.

Através do Programa OBMEP na Escola, da utilizagdo cada vez maior dos materiais e
dos recursos didaticos da OBMEP, da formacdo dos professores e da ampliacdo da
divulgacdo da OBMEP nas escolas, entre outros resultados, deseja-se que:

e O numero de alunos participantes da primeira fase da OBMEP aumente;

e Também aumente a qualidade da participacdo dos alunos na primeira fase, com o
aumento das notas obtidas pelos alunos;

e As escolas divulguem e, de algum modo, valorizem os alunos que foram aprovados
para a segunda fase;

e As escolas promovam agdes metodologicas, em colaboracdo com os Professores
Habilitados, para garantirem um bom desempenho dos alunos classificados para a
segunda fase da OBMEP;
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e A escola incentive fortemente e promova agdes para garantir que todos os alunos
classificados facam a prova da segunda fase da OBMEP, diminuindo drasticamente
a evasao nesta prova;

e As escolas realizem cerimonias regionais de premiacdo dos alunos que receberam
medalhas ou mencao honrosa;

2. Planejamento Académico

Em 2017, o Planejamento Académico do Programa OBMEP na Escola prevé a
realizacdo de 7 ciclos de estudos com duracdo de quatro semanas cada um. A
organizacdo de cada ciclo € a seguinte:

e 12 semana: encontro de formacdo entre os coordenadores e os professores da
Educacgdo Bésica que atuam no Programa OBMEP na Escola.

e 22 semana: (encontro 1) aula presencial de quatro horas ministrada por cada
professor para a sua turma de alunos convidados.

e 3%semana: Periodo destinado para estudo dos alunos e preparacdo dos professores.

e 42 semana: (encontro 2) aula presencial de quatro horas ministrada por cada
professor para a sua turma de alunos convidados.

Na primeira semana de cada ciclo, organizado pelos Coordenadores, é realizado o
encontro de formacdo dos Professores da Educacdo Basica. Fortemente recomendado
para ser presencial, este encontro € uma oportunidade para um estudo dos conteddos
matematicos propostos no ciclo, através da leitura e da analise do que esta proposto para
ser executado nos encontros com os alunos. Também devem ser abordadas nesse
encontro as listas de exercicios que serdo utilizadas pelos professores nas aulas para 0s
alunos convidados nos encontros 1 e 2, realizados na segunda e na quarta semana do
ciclo.

O encontro entre professores e coordenadores ndo deve ser utilizado unicamente para
discussbGes de assuntos administrativos. Mais do que isso, este € um encontro para
estudo de matematica, dos materiais disponibilizados pela OBMEP, das listas de
exercicios, das apostilas, das videoaulas, etc. Espera-se que apds este encontro de
formacdo, cada professor da escola béasica se sinta mais seguro e preparado para
ministrar as aulas para a sua turma de alunos convidados e, mais ainda, se sinta
confortavel para utilizar os materiais da OBMEP nas suas aulas regulares.
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12 semana: encontro de formacéo (Coordenadores e alunos de licenciatura)

No que segue vamos detalhar os contetdos das duas aulas (encontro 1 e encontro 2)
deste ciclo que devem ser ministradas para os alunos convidados, indicando referéncias
bibliogréficas e videoaulas relacionadas.

- Assuntos a serem abordados:

Os textos e videoaulas que o coordenador deve abordar com os professores e que eles
deverdo estudar para se preparem para as aulas com seus alunos sao:

Algebra: Fatoracdo de expressdes algébricas, identidades algébricas notaveis, equacdes
e inequacdes lineares, sistemas de duas equages lineares em duas variaveis.

Funces: Coordenadas no plano, conceito de funcéo e seu grafico, proporcionalidade e
porcentagem, funcao afim e seu gréafico.

- Material a ser estudado pelo professor:

Os textos e videoaulas que o coordenador deve abordar com os professores e que eles
deverdo estudar para se preparem para as aulas com seus alunos sao:

Algebra
- Textos:
1. Material Tedrico do Portal da Matematica, “Fatoracao de Expressoes Algébricas” —

U. L. Parente, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/d8j2qoh4uma4c.pdf

2. Material Te6rico do Portal da Matematica, “Produtos Notaveis” — U. L. Parente, A. C.
M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/5hn3yxxx6ckk4.pdf

3. Material sobre equacdes e inequacdes lineares, secdes 2.1, 2.4 e 2.8, Prof. Francisco
de Assis Magalhdes Gomes.
http://www.ime.unicamp.br/~chico/ma091/precalculo2.pdf

4. Material Tedrico do Portal da Matematica, “Sistemas de Equacdes do 1° Grau” — U.
L. Parente, A. C. M. Neto (revisor) e Material Te6rico do Portal da Matematica,
“Sistemas de Equagdes do Primeiro Grau com Duas Incognitas” — F. B. Holanda, A. C.
M. Neto (revisor)
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddxv6wgo91k40.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/csjbjkmptgagk.pdf
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- Videoaulas do Portal da Matematica:

1. No Mobdulo “Produtos Notaveis e Fatoracdo de Expressdoes Algébricas”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=14), assistir as
videoaulas:

e Produtos Notéaveis — Parte 1;

e Produtos Notaveis — Parte 2;

e Produtos Notaveis — Parte 3;

e Produtos Notéaveis — Parte 4;

e Produtos Notéaveis — Parte 5;

e Resolucdo de Exercicios: Produtos Notaveis — Parte 1;
e Resolucédo de Exercicios: Produtos Notaveis — Parte 2;
¢ Resolucédo de Exercicios: Produtos Notaveis — Parte 3;
e Resolucdo de Exercicios: Produtos Notaveis — Parte 4;
¢ Resolucdo de Exercicios: Produtos Notaveis — Parte 5;
e Resolucdo de Exercicios: OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica);
e Fatoracdo de Expressbes Algébricas — Parte 1;

e Fatoracdo de Expressbes Algébricas — Parte 2;

e Fatoracdo de Expressbes Algébricas — Parte 3.

2. No Mobdulo “Equacdes e Inequacbes do  Primeiro  Grau”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=44), assistir as
videoaulas:

e Equacdes;

e Resolucdo de Equac0es 1;

e Resolucdo de Equacdes 2;

e Exercicios sobre Equaces 1;
e Exercicios sobre Equaces 2;
e Exercicios sobre Equacdes 3;
e Exercicios sobre Equac0es 4;
e Exercicios sobre Equaces 5;
e Exercicios sobre Equacdes 6;
e Conceito de Inequacao;

¢ InequacBes Equivalentes;

e Exercicios de Inequac0es 1;
e Exercicios de Inequacoes 2;
e Exercicios de Inequages 3.
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3. No Mbobdulo “O Plano Cartesiano e Sistemas de EquacOes”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=49), assistir as
videoaulas:

e Equacéo do Primeiro Grau com duas Incdgnitas;

¢ Resolucdo de Sistemas de Equacgdes do Primeiro Grau com duas Variaveis;
e Métodos da Adigdo e Substituicdo;

e Exercicios de Sistemas de Equacdes 1;

e Exercicios de Sistemas de Equacdes 2;

e Exercicios de Sistemas de Equacdes 3;

e Discusséo de Sistemas de Equacdes.

Funcoes
- Textos:
1. Material Teérico do Portal da Matematica, “O Plano Cartesiano” — F. B. Holanda, A.

C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/u49fw5fm9u0.pdf

2. Material Teorico do Portal da Matematica, “Funcdes - No¢des Basicas - Parte 1”7 — A.
P. Neto, A. C. M. Neto (revisor) e Material Teoérico do Portal da Matematica, “Funcdes -
Noc0Oes Basicas - Parte 2” — A. P. Neto, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/dalwp3y2r604k.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/8f059s9zxg08w.pdf

3. Material Teorico do Portal da Matematica, “A Nogdo de Razdo e Exercicios” — F. B.
Holanda, A. C. M. Neto (revisor), Material Te6rico do Portal da Matematica,
“Proporcdo e Conceitos Relacionados” — F. B. Holanda, A. C. M. Neto (revisor),
Material Tedrico do Portal da Matematica, “Propriedades de Proporgdes” — F. B.
Holanda, A. C. M. Neto (revisor), Material Teérico do Portal da Matematica, “NUmeros
Diretamente e Inversamente Proporcionais” — F. B. Holanda, A. C. M. Neto (revisor) e
Material Tedrico do Portal da Matematica, “Porcentagem” — U. L. Parente, A. C. M.
Neto (revisor).

http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/bzl4vx6dr7s4c.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/gfi4cykqi4g0q.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/bqdfaxbu33cow.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/c89zmwOn6cgks.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/cfea7ykbmvscc.pdf

4. Material Tedrico do Portal da Matematica, “Fun¢des Afins - NogOes Basicas” — A. P.
Neto, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/brc70d5silssqg.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:
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1. No Modulo “O Plano Cartesiano e Sistemas de Equacdes”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=49), assistir as
videoaulas:

e Plano Cartesiano;
e Plano Cartesiano 2.

2. No Moédulo “Funcdes - Nocoes Bésicas”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=34), assistir as
videoaulas:

e Funcdo Real de Variavel Real, Plano Cartesiano e Gréfico;
e Funcdes: Conceitos Basicos.

3. No Moédulo “Razdes e Proporgdes”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=57), assistir as
videoaulas:

e Razdes;

e Exercicios sobre Razbes 1;

e Exercicios sobre Razdes 2;

e Exercicios sobre Razdes 3;

e Proporcoes;

e Proporcgoes 2;

e Propriedades das Propor¢es 1;

e Propriedades das Proporc¢oes 2;

e Propriedades das Proporc¢oes 3;

e NuUmeros Diretamente Proporcionais;
e NuUmeros Inversamente Proporcionais.

4. No Moédulo “Funcéo Afim”
(http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=35), assistir as
videoaulas:

e Funcdo Afim: Definicdo e Propriedades Basicas;
e Gréfico da Funcdo Afim;

e Funcdo Afim: Caracterizacéo;

e Funcdo Afim: Resolugdo de Exercicios — Parte 1;
e Funcdo Afim: Resolugdo de Exercicios — Parte 2;
e Funcdo Afim: Resolucédo de Exercicios — Parte 3;
e Funcdo Afim: Resolugdo de Exercicios — Parte 4.
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ENCONTRO 1
22 semana: aula para alunos convidados

- Assuntos a serem abordados:

Algebra: Fatoracdo de expressdes algébricas, identidades algébricas notaveis, equacdes
e inequacdes lineares, sistemas de duas equages lineares em duas variaveis.

- Textos para consulta:

1. Material Teérico do Portal da Matematica, “Fatoracdo de Expressdes Algébricas” —
U. L. Parente, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/d8j2goh4umg4c.pdf

2. Material Teorico do Portal da Matematica, “Produtos Notaveis” — U. L. Parente, A. C.
M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/5hn3yxxx6ckk4.pdf

3. Material sobre equac0es e inequacOes lineares, secOes 2.1, 2.4 e 2.8, Prof. Francisco
de Assis Magalhdes Gomes.
http://www.ime.unicamp.br/~chico/ma091/precalculo2.pdf

4. Material Teorico do Portal da Matematica, “Sistemas de EquacBes do 1° Grau” — U.
L. Parente, A. C. M. Neto (revisor) e Material Teorico do Portal da Matematica,
“Sistemas de Equagdes do Primeiro Grau com Duas Incognitas” — F. B. Holanda, A. C.
M. Neto (revisor)
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddxv6wgo91k40.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/csjbjkmptgggk.pdf

- Exercicios a serem discutidos com os alunos: esta disponibilizada uma lista de oito
exercicios. O professor deverd propor os exercicios da lista para que os alunos
resolvam. Acompanhando, individual ou coletivamente, a tentativa de resolugédo dos
exercicios pelos alunos, o professor podera perceber o nivel de compreensdo dos temas
abordados. Para cada exercicio da lista, sugere-se que pelo menos um dos alunos que o
tenham resolvido apresente sua resolucdo para os demais alunos, e o professor
acompanhe a resolucdo, corrigindo, destacando e aprofundando os conhecimentos
matematicos abordados. A ideia é que os temas abordados sejam assimilados pelos
alunos durante a resolucdo dos exercicios, ou seja, a resolucdo dos exercicios deve
provocar a necessidade de aprofundar os temas abordados. Se todos os exercicios da
lista forem resolvidos durante o tempo do encontro, cabe ao professor propor exercicios
adicionais sobre 0s assuntos abordados.
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Lista de Exercicios — OBMEP NA ESCOLA — N3 — CICLO 6 — ENCONTRO 1
ENUNCIADOS

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para
direcionar o estudo da aula com os alunos convidados. Esses exercicios devem ser
trabalhados segundo a metodologia do ensino da matematica através da resolugdo de
problemas e as discussdes desses exercicios devem motivar o estudo dos contetdos
propostos para esta aula.

Exercicio 1. O preco a ser pago por uma corrida de t&xi inclui uma parcela fixa,
denominada bandeirada, e uma parcela que depende da distancia percorrida. Se a
bandeirada custa R$ 3,50 e cada quildmetro rodado custa R$ 0,50, determine que
distancia pode-se percorrer com um valor entre R$ 20,00 e R$ 30,00.

Exercicio 2. Em um teste de 25 questfes, cada acerto vale 4 pontos e cada erro vale —1
ponto. Daniel respondeu todas as questfes e marcou 65 pontos. Quantas questdes ele
acertou?

Exercicio 3. Em um complexo de salas de cinema, ha um dia da semana em que 0s
ingressos tém precos reduzidos de modo que o preco da meia entrada é igual a R$ 7,50
e 0 preco da inteira é igual a R$ 15,00. Sabendo que, em uma determinada sessdo desse
dia, foram ocupados 240 lugares e foram arrecadados R$ 2370,00, qual € o nimero de
espectadores de cada categoria de ingresso?

Exercicio 4. O que é maior, 333333 X 444444 ou 222222 X 666667? Qual € a
diferenca entre eles?
(Dica: primeiro, compare 0s nUmeros 333333 X 444444 e 222222 X 666666)

;. . ~ . 1
Exercicio 5. Quais sdo os valores de x que satisfazem TS 47?

Exercicio 6. Encontre os valores positivos de x que satisfazem
x—Dx-2)(x—3)<0.

(Banco de Questdes 2006, nivel 3, lista 9, questao 1)

Exercicio 7. Seja n inteiro positivo e considere
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(n) = 4n+v4n?—1
) = e

Calcule o valor de f(1) + f(2) + f(3) + --- + f(40).
(Banco de Questdes 2011, nivel 3, questéo 83)

Exercicio 8. A diferenca de idade entre dois irmaos € de trés anos. Um ano atrés, a idade
do pai desses irmaos era o dobro da soma das idades dos irméaos e, dentro, de vinte anos,
a idade do pai sera a soma das idades desses dois irmaos. Qual é a idade de cada um dos
irmé&os?

(Banco de Questdes 2010, nivel 3, questdo 199)
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Lista de ~Exercicios — OBMEP NA ESCOLA — N3 — Ciclo 6 — Encontro 1
SOLUCOES

Solucéo do Exercicio 1. Seja x a distancia percorrida pelo taxi, em quildmetros. Como
se paga R$ 3,50 para entrar no carro e mais R$ 0,50 por quilébmetro, o custo da corrida é
dado por 3,50 + 0,50x. Como foi estabelecido o limite minimo de R$ 20,00 e o limite
maximo de R$ 30,00 para o valor a ser gasto, entdo 20 < 3,5+ 0,5x < 30 & 20 —

35<05r<30-35&165<05x <265 = <x<>233<x< 53
Portanto, o taxi podera percorrer uma distancia que entre 33 km e 53 km.

Solucdo do Exercicio 2. Seja x o nimero de acertos. Entdo, houve 25 — x erros. O
namero de pontos foi 4x — (25 — x) = 65. Logo, x = 18.

Solucdo do Exercicio 3. Sejam x 0 nimero de espectadores que pagou meia e y 0
namero de espectadores que pagou inteira. Entdo, x + y = 240 e 15x + 7,5y = 2370.
Resolvendo o sistema formado por essas duas equacdes, obtém-se x = 76 e y = 164.

Solucdo do Exercicio 4. Tem-se 333333 X 444444 =3 x 111111 x4 x 111111 =
12 x 111111 x 111111 =2 x 111111 X 6 X 111111 = 222222 X 666666. Agora,
222222 X 666667 = 222222 X (666666 + 1) = 222222 X 666666 + 222222 =
333333 X 444444 + 222222. Assim, 222222 X 666667 & maior do que 333333 X
444444 e a diferenca é igual a 222222.

~ ;- 1 1 9—-4 .
Solugéo do Exercicio 5. Temos — <4 & —-4<0 < sz < 0.Assim, 9 —4x e
x — 2 devem ter sinais contrarios, sendo que x — 2 deve ser diferente de zero por ser o
denominador da fragdo. Assim, temos dois casos:

1°cas0:9—4x=>0ex—2<0.
Neste caso, temos 9—4x20<=>x£%ex—2<0(=>x<2. Com02<§, para se

9
ter x < Sex < 2, deve-se ter x < 2.

2°cas0:9 —4x <0ex—2>0.
Neste caso, temos 9—4x§0<:>x2%ex—2>0=>x>2. Com02<z, para se

9 9
ter x > Zex > 2, deve-se ter x > "

. ~ . ~ 1 .
Assim, a solugéo da inequacéo — =< 4ex<2o0ux=>

o
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Solucédo do Exercicio 6. Para que um produto de trés fatores seja negativo, devemos ter
dois fatores positivos e um fator negativo, ou os trés negativos. Assim, as possibilidades
para (x — 1)(x — 2)(x — 3) < 0 sdo:

D(x—-1) (x—2) (x—3),o0useja, x>1, x>2ex<3.

+

+ —_
Nesse caso, a solugdo é 2 < x < 3.

M (x—1) (x—2) (x—3),0useja, x >1, x < 2ex > 3,0que ndo possivel. Logo,

+ - +
esse caso nao pode ocorrer.

I (x—1) (x—2) (x—3),o0useja x<1, x>2ex>3,0que ndo & possivel.

- + +
Logo, esse caso ndo pode ocorrer.

V) (x—1) (x—2) (x—3),0useja, x <1, x<2ex<3.

Nesse caso, a solucdo € x < 1.

Logo, a solucdo é composta de todos 0s nimeros reais x taisque x < 1 ou 2 < x < 3.

Solucdo do Exercicio 7. Seja a =v2n+1 e b =+v2n — 1. Entdo, ab = V4n? — 1,

2 2 _ 2 32 _ . _ 4An+V4n2-1 _ a?+b%+ab
a‘+b°=4n e a*—>b*=2. Assim, f(n)= NS TN, e Como
a — b # 0, podemos escrever:

a®?+b*+ab a-b a*-b> (V2n+1)°-(HE2n-1)°
a+b a—-b a’-b? 2 '

(B’ -(D° | (56 L (ED(7)
2 2 2

fn) =

Assim, f(1) + f(2) + -+ + f(40) =

_ (VBI)3-(WI)® _ 729-1
2 2

+
= 364.

Solucéo do Exercicio 8. Sejam x a idade do irmdo mais velho e y a idade do pai. Entdo,
a idade do irmdo mais novo é x —3. Temos y—1=2[(x—1)+ (x—-3—-1)] e
y+ 20 = (x+ 20) + (x — 3 + 20). Obtemos assim o seguinte sistema de equacoes:

{ 4x —y=9
2x —y =—17

Resolvendo esse sistema, obtém-se x = 13 e y = 43. Assim, a idade dos irmaos séo 13
anos e 13 — 3 = 10 anos.
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ENCONTRO 2
42 semana: aula para alunos convidados

- Assuntos a serem abordados:

Funces: Coordenadas no plano, conceito de funcdo e seu grafico, proporcionalidade e
porcentagem, funcao afim e seu gréafico.

- Textos para consulta:

1. Material Teérico do Portal da Matematica, “O Plano Cartesiano” — F. B. Holanda, A.
C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/u49fw5fm9u0.pdf

2. Material Teorico do Portal da Matematica, “Funcdes - No¢des Basicas - Parte 1” — A.
P. Neto, A. C. M. Neto (revisor) e Material Teorico do Portal da Matematica, “Funcdes -
Noc0Oes Basicas - Parte 2” — A. P. Neto, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/dalwp3y2r604k.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/8f059s9zxq08w.pdf

3. Material Teorico do Portal da Matematica, “A Noc¢do de Razdo e Exercicios” — F. B.
Holanda, A. C. M. Neto (revisor), Material Te6rico do Portal da Matematica,
“Proporcdo e Conceitos Relacionados” — F. B. Holanda, A. C. M. Neto (revisor),
Material Tedrico do Portal da Matematica, “Propriedades de Propor¢des” — F. B.
Holanda, A. C. M. Neto (revisor), Material Teérico do Portal da Matematica, “NUmeros
Diretamente e Inversamente Proporcionais” — F. B. Holanda, A. C. M. Neto (revisor),
Material Teérico do Portal da Matematica, “Porcentagem” — U. L. Parente, A. C. M.
Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/bzl4vx6dr7s4c.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/gfi4cykqi4g0g.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/bgdfaxbu33cow.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico/c89zmwOn6cgks.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/cfea7ykbmvscc.pdf

4. Material Teérico do Portal da Matematica, “Fungdes Afins - Nog¢Ges Bésicas” — A. P.
Neto, A. C. M. Neto (revisor).
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/brc70d5silssqg.pdf

- Exercicios a serem discutidos com os alunos: esta disponibilizada uma lista de oito
exercicios. O professor devera propor os exercicios da lista para que os alunos
resolvam. Acompanhando, individual ou coletivamente, a tentativa de resolugédo dos
exercicios pelos alunos, o professor podera perceber o nivel de compreensédo dos temas
abordados. Para cada exercicio da lista, sugere-se que pelo menos um dos alunos que o
tenham resolvido apresente sua resolugdo para os demais alunos, e o professor
acompanhe a resolucdo, corrigindo, destacando e aprofundando os conhecimentos
matematicos abordados. A ideia é que os temas abordados sejam assimilados pelos
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http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/u49fw5fm9u0.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/da1wp3y2r604k.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/8f05gs9zxg08w.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/bzl4vx6dr7s4c.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/gfi4cykgi4g0g.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/bqdfaxbu33cow.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/c89zmw0n6cgks.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/cfea7ykbmvscc.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/brc70d5silssg.pdf

alunos durante a resolucdo dos exercicios, ou seja, a resolucdo dos exercicios deve
provocar a necessidade de aprofundar os temas abordados. Se todos os exercicios da

lista forem resolvidos durante o tempo do encontro, cabe ao professor propor exercicios
adicionais sobre 0s assuntos abordados.
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Lista de Exercicios — OBMEP NA ESCOLA — N3 — Ciclo 6 — Encontro 2
ENUNCIADOS

Exercicio 1. Usando 9 caminhdes basculantes por 12 horas diarias, uma empresa
costuma transportar 216 toneladas de terra por dia para a construgdo de uma enorme
barragem. Como a empreiteira que administra a obra esta interessada em acelerar o
trabalho, a empresa tera que passar a transportar 272 toneladas diérias. Por outro lado,
em virtude de um acordo com o sindicato dos motoristas, a empresa devera operar 0s
caminhdes por 8 horas por dia. Diariamente, quantos caminhdes devem ser usados para
transportar terra a barragem?

Exercicio 2. Dois caminh@es-tanque carregam o0 mesmo volume de misturas de alcool e
gasolina. A mistura de contém 3% de alcool, e a do outro, 5% de &lcool. Os dois
caminh@es descarregam suas cargas em um reservatorio que estava vazio. Qual é a
razdo do volume de alcool para o de gasolina na mistura formada no reservatorio, apos
0s caminh@es terem descarregado?

Exercicio 3. De modo geral, a lei que rege as transa¢cdes comerciais € V = L + C, onde
V' é o preco de venda do produto, C € o custo do produto e L € o lucro obtido na
transacdo. Para produzir um objeto, uma firma tem o custo de R$ 1,20 por unidade.
Além disso, ha um custo fixo de R$ 4000,00, independente da quantidade produzida. O
preco de venda € de R$ 2,00 por unidade. Admitindo que todas as unidades produzidas
sdo vendidas, qual é o nimero minimo de unidades que devem ser produzidas partir do
qual a firma comeca a ter lucro?

Exercicio 4. O valor total cobrado por um eletricista A inclui uma parte fixa, como
visita, transporte, etc., e outra que depende da quantidade de metros de fio requerida
pelo servigo. O gréfico abaixo representa o valor do servico efetuado em fungdo da
quantidade de fio utilizada, em metros.
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preco (R$)

14 20 quantidade de fio (metros)

a) Qual é o valor da parte fixa cobrado pelo eletricista A?

b) O preco cobrado por um eletricista B depende unicamente do nimero de metros de
fio utilizado, ndo sendo cobrada a parte fixa. Se o preco do servico é de R$ 4,50 por
metro de fio utilizado, a partir de quantos metros deve o consumidor preferir o
eletricista A ao eletricista B?

Exercicio 5. Uma piscina vazia foi abastecida de dgua por duas torneiras A e B, ambas
com vazdo constante. Durante 4 horas, as duas torneiras ficaram abertas e encheram
50% da piscina. Em seguida, a torneira B foi fechada e durante 2 horas a torneira A
encheu 15% do volume da piscina. Apds este periodo a torneira A foi fechada e a
torneira B aberta. Durante quanto tempo esta torneira teve de ficar aberta para que ela
sozinha terminasse de encher a piscina?

(Banco de Questdes 2009, nivel 3, lista 4, questéo 1)

Exercicio 6. Se 15% dos membros de uma populacéo foram afetados por uma doenca e
8% dos afetados morreram, qual é a porcentagem da mortalidade em relagdo a
populagéo inteira?

(Banco de Questdes 2010, nivel 3, questédo 94)

Exercicio 7. Um carro é denominado flex se ele pode ser abastecido com gasolina ou
com alcool. Considere que os precos do alcool e da gasolina sejam, respectivamente,
R$ 1,59 e R$ 2,49 por litro.

a) Suponha que um carro flex rode 12,3 km por litro de gasolina, que indicamos 12,3
km/I. Qual deve ser a relacdo km/I desse carro, para o alcool, para que a utilizacao do
alcool seja financeiramente mais vantajosa que a de gasolina?
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b) Se 0 desempenho de um carro flex é de x km/I com gasolina e de G + 1) km/l com

alcool, escreva a expressdo da funcdo g(x) que fornece o custo desse carro rodar
100 km utilizando gasolina e a expressdo da funcdo a(x) que fornece o custo desse
carro rodar 100 km utilizando &lcool.

c¢) Para que o custo seja 0 mesmo, tanto com alcool como com gasolina, qual deve ser a
relacdo km/I para a gasolina e para o alcool?

d) Em que condi¢do o uso do alcool é mais vantajoso, financeiramente, que o da
gasolina? Dé um exemplo numérico que satisfaca a condicéo.

(Banco de Questdes 2009, nivel 3, lista 3, questéo 1)

Exercicio 8. Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD. Ela parte do
ponto A, anda 20 cm até chegar em B, depois anda mais 10 cm até chegar em C e
finaliza seu trajeto em D. Apos andar x centimetros, a formiga esta em um ponto F do
contorno.

=)
9]

P mmmmmmm e mmm . ——— = §

i B

I

X

a) Quantos centimetros a formiga anda em seu trajeto de A até D?

b) Calcule a area do triangulo ADF quando x = 22 cm.

c) Qual é a maior area possivel para um tridngulo ADF?

d) Esboce, no plano cartesiano Oxy, o grafico da funcédo que associa ao comprimento x
o valor da érea do tridngulo ADF.

(Prova da 22 Fase da OBMEP, 2014, questéo 2)
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Lista de ~Exercicios — OBMEP NA ESCOLA — N3 — Ciclo 6 — Encontro 2
SOLUCOES

Solucéo do Exercicio 1. Sejam C o nimero de caminhdes, T a quantidade de terra e H
0 numero de horas diarias. Entdo, C é diretamente proporcional a T e inversamente

proporcional a H. Assim, C =k % sendo k uma constante de proporcionalidade. Para
T =216 e H =12, tem-se C = 9. Logo, 9 = k - 222

?a
ParaT=272eH=8,tem-seC=%-%=17.

donde k = 2. Assim, C = 1.7
2 2 H

Solucéo do Exercicio 2. Se V' litros é o volume de cada caminhdo, entdo, inicialmente,
. ‘ 3V . . e 5V . . P
um caminho contém o0 litros de alcool e o outro contém 00 litros de alcool. Apds 0s

caminhdes descarregarem, a nova mistura ocupa o volume 2V litros, contendo
3V 5V 2174 2V . ’ 2V 48V . . . ~
— 4+ — = — = — litros de &lcool e 2V — — = — litros de gasolina. Assim, a razéo
100 100 100 25 25 25

do volume de alcool para o de gasolina na mistura formada no reservatorio é igual a
2v/25 1

48V/25 24

Solucéo do Exercicio 3. Seja x 0 nimero de unidades produzidas. O custo de produgéo
das x unidades é dado pela funcéo afim C(x) = 4000 + 1,2x e o total arrecadado com
a venda das x unidades é dado pela funcéo afim V(x) = 2x. A firma tem lucro com a
venda das x unidades quando V(x) > C(x), isto é, 2x > 4000 + 1,2x, isto &, x >
5000.

Solucéo do Exercicio 4.

a) Como o gréafico na figura é uma reta, entdo o prego cobrado pelo eletricista A é dado
por uma funcdo afim f(x) = ax + b, sendo x a quantidade de fio em metros. Do
grafico, tem-se 60 = f(14) =14a+b e 72 = f(20)=20a+ b, ou seja,
l4a +b =60 e 20a + b = 72. Resolvendo o sistema formado por essas duas
ultimas equagOes, obtém-se a =2 e b = 32. Assim, f(x) = 2x + 32. O valor da
parte fixa é f(0) = 32 reais.

b) Como o eletricista B ndo cobra a parte fixa, entdo o preco cobrado por ele é dado
pela funcdo afim g(x) = 4,5x. O consumidor deve preferir o eletricista A ao B
quando f(x) < g(x), ou seja, 2x + 32 < 4,5x, ou seja, x < 2,8 metros.

Solucéo do Exercicio 5. Como as torneiras A e B despejam agua na piscina com vazédo
constante, o volume de agua despejado na piscina por cada torneira é proporcional ao
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tempo em que ela fica aberta. Assim, se durante 2 horas a torneira A enche 15% do
volume da piscina, entdo em 4 horas ela encherd 30% do volume da piscina. Mas,
quando as torneiras A e B ficam simultaneamente abertas durante 4 horas, elas
conseguem encher 50% do volume da piscina. Dai, temos que a torneira B enche
50 —30% = 20% do volume da piscina em 4 horas. Para saber durante quanto tempo

x a torneira B deve ficar aberta para encher os 35% restantes do volume da piscina,

20% . . , 354
350/". Assim, a torneira B gastara x = =—— = 7 horas para
0

basta utilizar a proporgao % =

encher os 35% restantes.

Solucdo do Exercicio 6. A proporcdo de toda a populagdo que fica doente da

. . 15 . ~ ;, 8
enfermidade ¢ Tog & entre os que ficam doentes, a propor¢cdo dos que morrem € o0

. ~ ~ . 15 8 1,2
Assim, a proporcdo da populacdo que morre pela doenca é To0 o0 = Too = 1,2%.

Solucéo do Exercicio 7.

a) Com gasolina o carro faz % = 4,94 km por R$ 1,00. Para que o alcool seja mais
vantajoso precisamos que o carro rode, com alcool, mais que 4,94 km com R$ 1,00.
Logo, se o desempenho com alcool é y km/l, precisamos que % > 4,94, ou seja,
y > 7,85. Ou seja, 0 desempenho com alcool deve ser maior que 7,85 km/I.

100 249 100 318
b) Observe que g(x) = 2,49 - =—e a(x) = 1,59 pyzreialees

X

c) Precisamos ter a(x) = g(x), ou seja, ? = % ou seja, x = 7,22 km/l, que deve

. , 7,22
ser o desempenho com gasolina. Com alcool, o carro deve fazer ——+1=361

km/I.
d) Supondo que o desempenho do carro seja x km/l com gasolina e y km/l com alcool e
pensando em um percurso de L km, devemos ter o custo com gasolina maior que o

custo com alcool, ou seja, 2,49 % > 1,59 5 , isto é, y > 0,64x, pois x e y sdo

valores positivos. Um exemplo é um carro que faz 10 km/l com gasolina, que teria
que fazer mais que 6,4 km/I com élcool para que o0 uso do alcool seja mais vantajoso.

Solucéo do Exercicio 8.

a) Aformigaanda 20 + 10 + 20 = 50 cm até chegar em D.

b) Quando x = 22 cm ela estd no ponto F do segmento BC que dista 2 cm do ponto B.
Podemos considerar o segmento AD, com medida 10 cm, a base do tridngulo ADF e
sua altura sera a distancia do ponto F a base AD, distancia esta igual a 20 cm.

. . , 10:20
Portanto, a area do triangulo sera — = 100 cm?,
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c) Considerando sempre o segmento AD, com medida 10 cm, a base do triangulo ADF,
Sua area variara com a altura e sera maxima quando a altura for maxima, ou seja,
quando a altura for 20 cm. O célculo acima nos dé a rea méxima igual a 100 cm?.

d) Quando o ponto F varia no lado AB, 0 < x < 20 e o valor da area do triangulo ADF
, 10x 2 ’ ~ ~ . , ,
sera —= = 5x cm®, que € expressao de uma funcdo linear. A &rea serd constante e

igual a 100 cm?, quando 20 < x < 30. Para 30 < x < 50, a expresséo para a area
10-(50-x)
— =
pedido sera o da figura abaixo.

sera —5x + 250 cm?, que é expressdo de uma fungdo afim. O gréfico
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