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Combinacoes Completas

» Capitulo 4 da Apostila 2 do PIC da OBMEP “Métodos de
Contagem e Probabilidade”, Paulo Cezar Pinto Carvalho,
exemplo 5, paginas 35 e 36.

» Material Tedrico do Portal da Matemdtica “Mdodulo de
Métodos Sofisticados de Contagem — Combinacoes
completas”, Angelo Papa Neto.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

Exemplo 5. Uma professora tem 3 bolas de gude para distribuir
para 5 meninos (digamos, Alfredo, Bernardo, Carlos, Diogo e Eduar-
do). De quantos modos ela pode fazer essa distribuigao:

(a) Supondo que ela dé as bolas para 3 alunos distintos?

(b) Supondo que os contemplados possam ganhar mais de uma bola?
(Por exemplo, Carlos pode receber todas as bolas.)



Combinacoes Completas -

Exemplo

(a) Supondo que ela dé as bolas para 3 alunos distintos?

Solucao: Neste caso, ela deve escolher 3 dentre os 5 meninos para

receber as bolas, o que pode ser feito de C2 = 10 modos.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

(b) Supondo que os contemplados possam ganhar mais de uma bola?
(Por exemplo, Carlos pode receber todas as bolas.)

Solucao: Listamos abaixo algumas possiveis escolhas dos contempla-
dos:

Alfredo, Bernardo, Eduardo
Alfredo, Alfredo, Diogo
Alfredo, Diogo, Diogo
Carlos, Carlos, Carlos



Combinacoes Completas -

Exemplo

Eisses grupamentos sao chamados de combinacoes completas (ou
com repeti¢ao) dos 5 meninos tomados 3 a 3. Note que o que distin-
gue as diferentes distribuicoes é o nimero de bolas que cada aluno
recebe. Portanto, o nimero de possibilidades é igual ao namero
de listas (x1,x2,x3,24,25) de nimeros inteiros nao negativos (re-
presentando o nimero de objetos dados a Alfredo, Bernardo, Car-
los, Diogo e Eduardo, respectivamente) que satisfazem a equagao

1+ 19+ 13+ 214 + 5 = 3.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

Neste caso simples, podemos resolver o problema separando a con-
tagem em casos. A primeira possibilidade ¢ a de que haja trés premia-
dos, cada um ganhando uma bola. Como vimos acima, isto pode ser
feito de C? = 10 modos. A segunda possibilidade é de que haja dois
premiados, um ganhando 1 bola e outro 2 bolas. O primeiro menino
pode ser escolhido de 5 modos, e o segundo, de 4; logo, ha 4 X 5 = 20
maneiras de distribuir as bolas para dois dos meninos. Finalmente, as
bolas podem ir todas para um s6 menino, que pode ser escolhido de 5
modos. Portanto, o nimero total de possibilidades ¢ 10+ 20+ 5 = 35.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

No entanto, dividir a contagem em casos, como fizemos acima, nao
vai ser pratico caso o numero de bolas e meninos seja maior. Para
contar de modo eficiente o namero de distribuicoes, vamos recorrer
a um truque, que nos permite transformar este problema em outro
mais simples. Para formar as diferentes distribuicoes, colocamos as
bolas em fila e as separamos em cinco lotes (correspondentes a cada
um dos meninos), através de tragos verticais. E claro que, neste caso,
alguns desses lotes estarao vazios.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

Vejamos alguns exemplos:

e 0/|0]|0| corresponde a dar 1 bola para Alfredo, para Carlos e para
Diogo, enquanto Bernardo e Eduardo nao ganham bolas.

e ||00||0 corresponde a dar 2 bolas para Carlos e 1 para Eduardo,
enquanto Alfredo, Bernardo e Carlos nao ganham bolas.

Note que ha uma correspondéncia perfeita entre as possiveis distri-
buicoes e as listas formadas por 3 bolas e 4 tracos. Mas estas tltimas
nos ja sabemos contar! Basta escolher 3 das 7 posicoes para colocar as
bolas, o que pode ser feito de Cé’: — 35 maneiras, como encontramos
aclma.
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Combinacoes Completas -

Exemplo

Naturalmente, podemos aplicar esta solucao para o problema geral
de contar o nimero de maneiras de distribuir p objetos para n pessoas
(ou seja, de calcular o ntimero de solugoes inteiras e nao negativas
de 21 + 29 + ... + 2, = p, ou ainda, de calcular o nimero C R} de
combinagoes completas de n elementos tomados p a p). Temos p bolas,
que devem ser separadas por n — 1 tracinhos. Ou seja, precisamos
escolher p das n + p — 1 posicoes para as bolas. A resposta, portanto,
é CRY = C£+p—1'
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Combinacoes Completas

Dado um conjunto de n objetos (distintos),
o numero de maneiras de escolher r dentre
eles, onde podemos escolher varias vezes o
mesmo elemento e de forma que a ordem
em que os r elementos sao escolhidos nao é
importante, é chamado de niimero de com-
binacoes completas de n escolhe r, sendo de-
notado por C'R,, ;.
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Combinacoes Completas

Exemplo 1. Uma loja possui duas caizas, cada uma com
um grande niumero de bolinhas. Uma caiza tem somente
bolinhas azuis e a outra tem somente bolinhas verdes, sendo
que as bolinhas de uma mesma caira sao todas idénticas.
Queremos comprar 6 bolinhas para montar um saquinho
de presentes. De quantas maneiras isso pode ser feito,
observando-se que a ordem em que as bolinhas sao colo-
cadas no saquinho € irrelevante?



Combinacoes Completas

Solucao. Assuma que temos pelo menos 6 bolinhas de
cada cor (j& que cada caixa possul um numero grande
de bolinhas). Assim nao precisamos nos preocupar se ¢é
possivel terminar de montar um saquinho. Ha apenas dois
tipos de objetos distintos a serem- escolhidos (as bolinhas
verdes e as bolinhas azuis), dentre os quais queremos es-
colher 6 (com possiveis repeticoes). Assim, a resposta do
problema é, por definicao, C'Ra 6. Mas, como podemos
calcular esse numero?
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Combinacoes Completas

Veja que, como a posicao das bolinhas no saquinho
nao importa, basta determinarmos quantas bolinhas ver-
des e quantas bolinhas azuis iremos comprar. Deno-
tando por z1 a quantidade de bolinhas verdes e por xs
a quantidade de bolinhas azuis, temos que x| + 19 =
6. Assim, nesse caso, basta escolhermos i que 9
estara completamente determinado por zo = 6 — x7.
Como x7 € {0,1,2,3,4,5,6}, ele pode assumir apenas
7 valores, o que nos da apenas 7 solucoes, a saber:
{(0,6),(1,5),(2,4), (3,3), (4,3), (5,1), (6,0)}. Logo, hd 7

maneiras de realizarmos a compra. []
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Distribuindo objetos em caixas

Consideraremos quatro casos aqui, dependendo de se os
objetos e as caixas forem identicos ou nao. llustraremos
cada caso com um exemplo. Uma observacao importante ¢
que, em todos os casos abaixo, a ordem dos objetos dentro
de cada caixa nao ¢ relevante. Estaremos interessados ape-
nas em saber quais objetos pertecem a cada caixa. E, no
caso de objetos identicos, apenas a quantidade de objetos
em cada caixa ¢ relevante.



Objetos distinfos em caixas

distintas

Digamos que temos r objetos distintos, os quais devem
ser distribuidos em n caixas distintas. Esse caso pode ser
resolvido diretamente, usando o princicio fundamental da
contagem. Para cada um dos r objetos, temos de escolher
um dentre n possiveis locais para coloca-lo. Assim, temos
n escolhas para cada objeto, o que nos da um total de

n-n-....-n=mn"
L. - -~
T vVezZes.,

maneiras de distribui-los.
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Objetos idénticos em caixas

distintas

O nuamero de formas de distribuir r objetos identicos em n
caixas distintas (em que cada caixa pode ficar vazia ou re-
ceber um ou mais objetos), ¢ precisamente C'R,, .. Observe
que devemos realizar r escolhas, ja que temos que deter-
minar, para cada objeto, em qual caixa ele sera colocado.
Numerando as caixas de 1 an, e chamando de xq, ..., x, as
quantidades de objetos nas respectivas caixas, vemos que
o numero de maneiras de distribuir os objetos corresponde
ao numero de solugoes inteiras nao negativas da equacao
ry+ -+ x, = r. Mas, como vimos anteriormente, tal
numero de maneiras ¢ igual a CR,, ,.
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Objetos idénticos em caixas

distintas

Vejamos uma outra forma de entender isso. Tome uma
colecao de n tipos de objetos e vamos escolher r deles, per-
mitindo que sejam escolhidos varios de um mesmo tipo.
O namero de maneiras pelas quais podemos fazer isso ¢,
por definicao, C'R,, .. Agora, digamos que voce tenha n
caixas, numeradas de 1 até n, e tenha também r bolinhas
identicas. Para cada um dos r objetos escolhidos anteri-
ormente, observe qual o seu tipo e, caso ele seja do tipo
¢ (onde 1 < i < n), coloque um bolinha na i-ésima caixa.
Procedendo dessa forma, vemos que a quantidade de ma-
neiras de escolher os r objetos € igual ao numero de ma-
neiras de distribuir as bolinhas nas caixas.
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Objetos distintos em caixas 19
idénticas e Objetos Idénticos em

caixas identicas

Ler o material;
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material teorico/c/ulcca
jve8sc.pdf
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http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/c7ulccajve8sc.pdf

Exercicio |

Quantas sao as solucodes inteiras nao negativasde x + y +z+w = 6.

Dica: pense que vocé possui seis bolas e quatro caixas diferentes.
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Exercicio 1 - Solucdo

Este problema pode ser representado no esquema bola-traco. Devemos encontrar

o nimero de formas de permutar 6 bolas e 3 tracos. Isto pode ser feito de
9 987

— = 84.

47 6131 6
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Quantas sdo os anagramas da palavra “PIRACICABA” que ndo possuem duas
letras “A” adjacentes?
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Primeiro colocamos as letras “A” de um Unico modo: “* A A A 7
Agora devemos decidir quantas letras colocaremos em cada um dos quatro
espacos. Devemos escolher X4, X5, X3, X4 (X; = n° de letras que colocaremos no i1-
ésimo espaco) inteiros ndo negativos tais que x; + X, +x3 + x4, =7, com
X5 = 1 e x3 =1 (para ndo ter duas letras “A” adjacentes). Fazendo x, =y, + 1
e X3 =Yy3+1 obtemos a equagdo x; +y,+1+y;+1+x, =7, ou seja
X1+ 7y, +7y3+x4 =05, onde Xxy,V,,V3,X4 sdo inteiros ndo negativos. Este
problema pode ser representado no esquema bola-trago. Devemos encontrar o

nimero de formas de permutar 5 bolas e 3 tracos. Isto pode ser feito de CR} =

8 876
S s o = 56. Cada uma dessas solugdes corresponde a uma configuracdo de
namero de letras entre as letras “A”. Agora devemos permutar as letras
7!
= 1260.

21-21-11-111!
Portanto, o niumero de anagramas procurado ¢ 56 - 1260 = 70 560.
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“P,LR,C,I,C,B” nos espagos, o que pode ser feito de



Exercicio 3

De quantos modos podem ser pintados 9 objetos iguais usando 3 cores
diferentes?
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Exercicio 3 - Solucdo

Chamemos as cores pelos nimeros 1, 2, 3. Seja x; o nimero de objetos pintados
usando a cor i. Dessa forma devemos achar o nimero de solugdes da equagdo
x1 + x, + x3 = 9. Novamente podemos representar este problema no esquema

bola-traco. Devemos encontrar o nimero de formas de permutar 9 bolas e 2

tragos. Isto pode ser feito de CR3 = ;_12!1 = 11;0 = 55.
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Exercicio 4

De quantas formas podemos distribuir 25 livros diferentes em 4 caixas
que possuem cores diferentes?
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Exercicio 4 - Solucdo

Solucao. Para cada um dos 25 livros, basta escolher em
qual das 4 caixas ele sera colocado. Logo, temos um total
de 257 maneiras de distribuir os livros. []
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Estudar para o proximo encontro!

Proximo encontro: 10/12, sdbado, as 8h30

Modulo: “*Construcdes geométricas com régua e compasso”
hitp://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/vergmodulo=67
Videoaulas:

Aula 12- Quadrado inscrito em um tridngulo

Aula 13 - Segmento medindo raiz de n

Aula 16 - Construcoes impossiveis com régud € cCompasso
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