1 O Teorema de Pitagoras

1.1 Leia um Pouco da Histéria

Pitdgoras (c.569 - ¢.480 a.C.) nasceu na ilha de Samos, perto de Mileto onde
50 anos antes tinha nascido Tales. Foi a partir das ideias desses dois grandes
personagens que a Matematica se inicia como ciéncia e pode se desenvolver
enormemente nos séculos seguintes.

Pitdgoras viajou bastante. Esteve no Egito e na Babilonia (talvez tenha
ido até a fndia) onde absorveu os conhecimentos mateméaticos e as ideias reli-
giosas de cada regiao. Voltando ao mundo grego, fundou em Crotona (sudeste
da Ttélia de hoje) uma escola, na verdade uma sociedade secreta, dedicada ao
estudo da Matemadtica e Filosofia, principalmente. Como todos os documentos
daquela época se perderam, tudo o que sabemos veio através de referéncias de
outros autores que viveram séculos depois. Por isso, Pitdgoras é uma figura
obscura na histéria da Matematica e, para dificultar ainda mais as coisas, a
sua escola, além de secreta, era comunitdria, ou seja, todo o conhecimento e
todas as descobertas eram comuns, pertenciam a todos. Assim, nao sabemos
sequer se foi o préprio Pitdgoras que descobriu o teorema que leva o seu nome,
pois era comum naquela época dar todo o crédito de uma descoberta ao mestre.
Nao conhecemos também qual foi a demonstracao original, mas historiadores
acreditam que deva ter sido alguma usando areas.

O Teorema de Pitdgoras é um dos mais belos e importantes teoremas da
Matemética de todos os tempos e ocupa uma posicao especial na histéria do
nosso conhecimento matematico. Foi onde tudo comegou. Desde o século 5
a.C. até o século 20 d.C. inumeras demonstragoes do Teorema de Pitdgoras
apareceram. Em 1940, o matemédtico americano E. S. Loomis publicou 370
demonstracoes, mas ainda ha mais.

1.2 Antes de Pitigoras (Na Babilonia)

Temos provas concretas que os babilonios antigos conheciam o Teorema de
Pitdgoras. Muitos tabletes de barro datados do periodo de 1800 a 1600 a.C.
foram encontrados, decifrados e hoje se encontram em diversos museus. Um
deles, chamado Plimpton 322 estd na Universidade de Columbia e o fragmento
que foi preservado mostra uma tabela de 15 linhas e 3 colunas de ntimeros. Os
pesquisadores descobriram que esta tabela continha ternos pitagoricos, ou seja,
lados de um tridngulo retangulo. Como o que restou é apenas um pedaco de um
tablete, que deveria fazer parte de um conjunto de tabletes, nao se sabe como
esses numeros foram encontrados. Mas uma pista, que os babilonios conheciam
alguma forma de encontrar esses nimeros, estd em um tablete guardado hoje
no Museu Britanico. Nesse tablete esta escrito o seguinte:

4 é o comprimento
5 é a diagonal
Qual ¢é a altura?
4 vezes 4 d& 16



5 vezes 5 da 25
Tirando 16 de 25 o resto é 9
Quanto vezes quanto devo tomar para ter 97
3 vezes 3 da 9
3 é a altura

Isto mostra, sem ddvida, que os babilonios tinham conhecimento da relagao
entre os lados de um triangulo retangulo. Nao hd nenhuma demonstragao, natu-
ralmente, pois isto ainda estava longe de ser uma preocupacao dos matematicos
da época. Eles conheciam receitas que davam certo e, com elas, resolviam
intimeros problemas.

Um outro tablete que merece atengao estd no museu da Universidade de
Yale. E o tnico que contém figuras: um quadrado e suas diagonais. Neste frag-
mento de tablete que se pode ver a seguir, o lado do quadrado é tomado como
igual a 30 e o comprimento da diagonal aparece como 42, 25, 35.

Como os babilonios escreviam os numeros na base 60, o comprimento da
diagonal €, na nossa notagao decimal,

25 35
244+ — 4+ —— = 42,4263889.
+ 60 + 3600 42638

Isto, dividido por 30, d4 1,414213..., uma aproximacio excepcional para v/2 com

seis casas decimais corretas.

1.3 O Enunciado do Teorema de Pitagoras

Em qualquer triangulo retangulo, a drea do quadrado cujo lado é a hipotenusa
€ igual a soma das dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos.

Se a é a medida da hipotenusa e se b e ¢ sao as medidas dos catetos, o
enunciado do Teorema de Pitdgoras equivale a afirmar que

a® =b +

Observando a figura abaixo, o Teorema de Pitdgoras afirma que a drea som-
breada em tom mais claro é igual a drea mais escura.
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Este fato nao é evidente! Muito pelo contrario, é misterioso e intrigante.
Para que possamos nos convencer da verdade dessa afirmacdo, precisamos de
uma demonstracao. Vamos ver algumas.

1.4 A demonstracao classica

Dado um tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, considere o
quadrado cujo lado é b+ c.

Na figura da esquerda, retiramos do quadrado de lado b+ ¢ quatro tridngulos
iguais ao tridngulo retdngulo dado, restando um quadrado de lado a. Na figura
da direita, retiramos também do quadrado de lado b + ¢ os quatro triangulos
iguais ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado b e um
quadrado de lado ¢. Logo, a area do quadrado de lado a é igual a soma das
areas dos quadrados cujos lados medem b e c.

Esta simples e engenhosa demonstracao pode ter sido a que os pitagdricos
imaginaram.

1.5 A demonstracao que usa semelhanca

Esta talvez seja a demonstragdo mais frequente. A partir de um tridngulo ABC,
retangulo em A, tracamos a altura AH e verificamos que os tridangulos AHB e
AHC sao semelhantes ao triangulo ABC.



Da semelhanca dos tridngulos AHC e ABC temos b?> = am e, da semelhanca
dos triangulos AHB e ABC, temos ¢> = an. Somando essas duas relacdes
membro a membro, encontramos:

V42 =am+an=a(m+n)=axa=d

Esta demonstragao é a mais frequente hoje nas escolas porque permite, com
um tunico e pequeno esforco, nao sé demonstrar o Teorema de Pitdgoras de
forma bastante simples, como também encontrar as relagoes importantes do
tridngulo retangulo. Além das duas relagoes, que deram origem & demonstracao
do teorema, obtemos a relacao bc = ah, que também se interpreta com o con-
ceito de 4rea, e h2 = mn, que revela o importante fato de que a altura é média
geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

1.6 A demonstracao de Perigal

Henry Perigal, um livreiro em Londres, publicou em 1873 a demonstragao que
se pode apreciar na figura a seguir. Trata-se da forma mais evidente de mostrar
que a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos preenchem o
quadrado construido sobre a hipotenusa.

Perigal corta o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas
passando pelo seu centro, uma paralela a hipotenusa do triangulo e outra per-
pendicular, dividindo esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro



partes e mais o quadrado construido sobre o menor cateto, preenchem comple-
tamente o quadrado construido sobre a hipotenusa.

1.7 A Reciproca do Teorema de Pitagoras

A pergunta agora é: se a, b e ¢ sdo reais positivos com a? = b% + ¢? serd o
triangulo de lados a, b, e ¢ retdngulo? Intuitivamente, pensamos que sim. Mas,
devemos demonstrar isto. Consideremos entao um triangulo ABC com AB = c,
BC=aeCA=hb.

1° caso: A < 90° Imaginemos que b < ¢. Assim, o ponto D, projecao de C
sobre AB, cai no interior do lado AB. Sejam AD =x e CD = h.

C

Como o triangulo ADC é retangulo, temos b> = h% 4+ 2. Como o tridngulo
BDC é retangulo, temos:

a?=h*+(c—x)?
=0 —22+c -2+ 22
a?=b>+c -2z
ou seja, a? < b% + 2, que contradiz a condicao inicial.

2° caso: A > 90°

Agora, o ponto D cai fora do lado AB.

Os mesmos célculos que fizemos no caso anterior nos levam a

a? = b+ + 2cx,



ou seja, a® > b? + ¢, novamente contradizendo a condicio inicial.

Demonstramos entao que em um triangulo ABC, de lados a, b e c,
A<90° = a2 <b?+¢2
A>90° = a® > b+

Assim, a condicdo a? = b? + ¢? implica necessariamente que A = 90°.

1.8 Ternos Pitagéricos

O triangulo de lados 1, 3 e v/10 é retangulo? Sim, pois

(V10)* = 1% + 32

Durante toda a histéria antiga e mesmo até hoje, temos curiosidade em
encontrar tridngulos retangulos cujos lados sao medidos por niimeros inteiros.
Todos nés sabemos que o triangulo de lados 3, 4 e 5 é retangulo, mas vocé sabia
que o triangulo de lados 372, 925 e 997 é retangulo? Possivelmente nao, e eu
também nao o conhecia antes de redigir estas notas. Este é inclusive o triangulo
retangulo de maior perimetro que tem lados menores que 1000. Nossa curiosi-
dade nos leva a seguinte pergunta:

Como encontrar triangulos retangulos cujos lados tenham medidas inteiras?

Definicao. Sendo a, b e c inteiros positivos com b < ¢ < a dizemos que
(b,c,a) é um terno pitagdrico se a®> = b* + c2. Assim, (3,4,5) e (5,12,13) sdo
exemplos de ternos pitagoricos.

Um terno pitagérico (b, c¢,a) é chamado primitivo, quando b e ¢ sdo primos
entre si, ou seja, quando mde(b,¢) = 1. Assim, (3,4,5) é um terno pitagérico
primitivo. Naturalmente, qualquer terno da forma (3k, 4k, 5k) com k inteiro e
maior que 1 é também pitagorico, mas nao primitivo.

1.9 Uma férmula que gera ternos pitagoricos

Sendo m e n inteiros positivos com m > n considere:

2

b=m?—n2% c=2mn, a =m? +n2

Veja que (b, ¢,a) é um terno pitagérico pois:
b2 + 2 = (m? —n?)% + (2mn)? = m* + nt + 2m?n? = (m? +n?)? = o>

Assim, para qualquer escolha de ndmeros inteiros m e n, o terno (b,c,a) é
pitagorico. Por exemplo, para m = 7 e n = 4 encontramos o terno pitagérico
(33,56,65). Observe que, se nesta férmula vocé atribuir para m e n valores am-
bos pares ou ambos impares, vocé encontrard um terno pitagdérico nao primitivo,
pois todos os termos do terno serdo pares. Se a sua escolha de m e n conduzir a



valores de b e ¢ que sejam primos entre si, vocé encontrard um terno pitagérico
primitivo. Esta férmula é atribuida a Platao (séc.4 a.C.), mas existem outras
que vocé verd nos exercicios.

1.10 Generalizando o Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras afirma que a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa de um triangulo retangulo é igual & soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos. Agora, imaginemos figuras semelhantes quaisquer,
construidas sobre os lados de um triangulo retangulo.

Sejam entao A, B e C as areas de figuras semelhantes, construidas sobre a
hipotenusa a e sobre os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo, como mostra a
figura acima. Sabemos que a razao entre as areas de figuras semelhantes é igual
ao quadrado da razao de semelhanca. Entao,

g
o= (5) o=

A B C

V| O

Portanto,

a2 2

Pela propriedade das proporcoes, como a? = b? + ¢2, concluimos que A =
B 4+ C. Isto quer dizer que, se figuras semelhantes sao construidas sobre os
lados de um triangulo retangulo, a drea da figura construida sobre a hipotenusa
é igual a soma das areas das figuras construidas sobre os catetos. Esta é uma
generalizagao do teorema de Pitagoras.

1.11  Construgoes Geométricas e o Triangulo Retangulo

Construir um triangulo retangulo conhecendo dois de seus lados nao é dificil.

a) Se os dois catetos sdo conhecidos, tragamos duas semirretas perpendicu-
lares e, com o compasso, transportamos sobre elas as medidas dos catetos.



b) Se conhecemos a hipotenusa e um dos catetos, tragamos novamente as
duas semirretas perpendiculares, assinalamos sobre uma delas o cateto
AC = b e, com centro em C, tragamos uma circunferéncia de raio a, que
determina na outra semirreta o vértice B.

a

A b C

c¢) Suponha agora que se conhega a hipotenusa (BC' = a) e a altura rela-
tiva a ela (AH = h). Como o tridngulo retdngulo pode ser inscrito em
uma semicircunferéncia cujo diametro é a hipotenusa, fazemos o seguinte.
Tracamos a circunferéncia de diametro BC' = a e, sobre uma perpendic-
ular a reta BC tracamos o segmento PQ = h. A paralela a BC tragada
por @ determina o vértice A sobre a semicircunferéncia.

A 0

1.12 A média aritmética e a média geométrica

Dados dois numeros positivos x e y definimos a média aritmética e a média
geométrica deles da seguinte forma:

T+y

média aritmética: A =

média geométrica: G = /xy.

Dados dois segmentos quaisquer, sejam x e y suas medidas. Podemos visu-
alizar estas duas médias no desenho abaixo. O diametro da semicircunferéncia
é r + y, o segmento que representa a média aritmética é o raio, e o segmento
que representa a média geométrica é a altura do triangulo retangulo que possui
x e y como as projegoes dos catetos sobre a hipotenusa. Entdo G < Ae G= A
equivale a x = y.

Vamos mostrar agora a solugao grafica de uma equacao do tipo

2% — 2ax + > = 0.



Inicialmente, explicaremos por que a equagao esta escrita desta forma. Nas
construgoes geométricas, cada letra representa um segmento. Por sua vez, cada
segmento representa um numero real positivo que é a sua medida em uma certa
unidade. Antigamente, hd dois mil anos, ndo existia o conceito de niimero real.
A palavra numero significava, na Grécia antiga, nimero natural. As fracGes exis-
tiam, mas nao eram consideradas nimeros, eram apenas razoes entre nimeros.
De qualquer forma, o que chamamos hoje de nimeros racionais, ja existiam,
mas os numeros irracionais ainda estavam muito longe de serem descobertos.
Para contornar esta dificuldade, os gregos imaginaram uma solucao genial: rep-
resentar todas as grandezas por segmentos de reta. Eles, naturalmente, nao
conseguiam medir todos os segmentos, porque nao tinham numeros suficientes,
mas isto nao importava. Toda grandeza podia ser representada por um seg-
mento de algum tamanho. As operagoes de adigdo e subtragdo podem ser feitas
com segmentos. Um segmento pode ser multiplicado por um ntimero natural ou
dividido em qualquer ntimero de partes iguais.

As construgoes geométricas nada mais sao que operagoes com segmentos.
Além de somar, subtrair, multiplicar ou dividir por niimero natural, o que mais
se pode fazer com recursos exclusivamente graficos, usando basicamente a régua
e o compasso? Muita coisa, desde que se perceba que regras sdo naturalmente
impostas.

Em primeiro lugar, se a e b sao segmentos, nao existe nada, por exemplo, que
se represente por a? +b. Isto porque a? é a drea de um quadrado de lado a que,
naturalmente, nao pode ser somado com um segmento. Portanto, contas que
hoje fazemos sem preocupacao com numeros naturais, ndo tinham significado
no passado. Assim, a equacdo z? — 2ax + b?> = 0, que vamos resolver, tinha
antigamente o seguinte significado.

Ossegmentos a e b sdo dados. A solugado da equagao é o segmento x, tal que
a area do quadrado de lado x somada com a area do quadrado de lado b é igual
a area do retangulo, cuja base é o dobro de a e cuja altura é x. Para encontrar
este segmento x vamos, inicialmente, aplicar a conhecida férmula da equagao
do segundo grau:

2a =+ 2a)2 — 4b2
T = a (2a) =a++Va? — b2.

Esta expressao é facil de construir, pois va2 — b2 representa um dos catetos
de um triangulo retangulo que possui hipotenusa a e o outro cateto igual a b.



Portanto, dados dois segmentos a e b com a > b construimos o triangulo ABC
com cateto AC = b e hipotenusa BC = a e as solugoes 7 e zo da equagdo
2?2 — 2az + b? = 0 estdo na figura a seguir:

A b C

Nesta figura, AC = b, CB = a, BA = BD = BE = v/a? — 1? e, portanto,
CD=z1=a—+Va?2—-b2e CE =a+ Va? — b2

1.13 Segmentos do tipo a\/n

Observe que, dado um segmento a, obter o segmento av/2 é muito facil. Basta
desenhar um tridngulo retangulo com os dois catetos iguais a a. A hipotenusa
desse triangulo é igual a av/2. Na figura a seguir, mostramos que, tracando
segmentos de comprimento a, perpendiculares a hipotenusa de cada triangulo
anterior, obtemos a sequéncia de segmentos a/n, com n natural.

a a

a

a5

il
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1.14 Exercicios

1. No triangulo ABC, o comprimento dos lados AB, BC' e C'A, nessa ordem,
sdo numeros inteiros e consecutivos. A altura relativa a BC' divide este lado em
dois segmentos de comprimentos m e n, como indicado. Quanto vale m — n?

A
B O c
(A)1
(B) 2
(€)3
(D) 4
(E) 6
Solugao:(alternativa D)
A
X h x+2
g HO m c

Colocando AB = x temos BC = x+1e AC = z+ 2. Seja h AH = a
altura relativa a BC. Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos ABH
e AHC obtemos n? + h? = 22 e (x + 2)% = m? + h2. Segue que h?> =22 —n? e
h? = (z+2)?—m?, donde (z+2)?—m? = 22—n?, ou seja, (v+2)?—2? = m?—n2.

Usando a identidade a? —b? = (a—b)(a—b) obtemos entdo (z+2—xz)(x+2+
z) = (m—n)(m+n) Como m+n = x+1 segue que 2(2x+2) = (m—n)(m+n),
segue que, donde 4(x+1) = (m—n)(x+1). Como z+1 # 0 podemos dividir am-
bos os membros desta tltima expressao por z+1 e obtemos finalmente m—n = 4.
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2. Determine a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo se seus
catetos medem:

Solugdo: Chamando a medida da hipotenusa de a, temos

a)

a? =32 + 42
a? =25
a=>o.
b)
a® =57 +12?
a® = 169
a=13.
c)
(12:12—|—12
a?=2
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3. Determine o valor de k na figura abaixo.

Solugdo: Aplicando as relagoes métricas no tridngulo retangulo, temos 3(k —
3) = 42. Segue que k = 2—35

4. Determine os valores de x, y, 2z, no triangulo abaixo.

] |—' i

Solug¢do: Usando as relagoes métricas no tridngulo retangulo, temos, inicial-
mente, 32 = 9 x 16, segue que y = 12. Aplicando agora o Teorema de Pitdgoras,
temos 2 = 162 + 122 e 22 = 92 4+ 122, Segue que x = 20 e z = 15.

4. Duas palmeiras crescem em lados opostos de um rio. Uma tem 10m de
altura e a outra tem 15m. A distancia entre as bases das drvores é de 25m.
No topo de cada palmeira estd um passaro. Um peixe aparece no rio entre
as arvores e os dois pdssaros mergulham na direcao dele simultaneamente. Se
os passaros voam ao longo de retas a velocidades iguais e alcancam o peixe
no mesmo instante, a que distancia da base da palmeira mais baixa o peixe
apareceu?

Solu¢do: Podemos chutar uma resposta. Se o peixe tiver aparecido em um
ponto a 15m da base da palmeira mais baixa, estara a 10m da base da palmeira
mais alta. Entao o triangulo formado ligando-se a base e o topo da palmeira
mais baixa a esse ponto é congruente ao tridangulo formado por esse ponto, a
base e o topo da palmeira mais alta. Assim os pédssaros alcancariam o peixe
simultaneamente.
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5. A vela de um barco tem a forma do quadrilitero ABCD, como mostra
o diagrama. Os angulos A, B, C tém 45° cada, enquanto que C tem 225°. Se
AC' = 4 metros, encontre a area da vela.

Solugdo: Estenda o lado BC' até intersectar o lado AD no ponto M. Os
angulos A e B do triangulo AM B tém 45 graus cada, logo este tridngulo é um
tridngulo retangulo isdsceles. Analogamente, o triangulo CM D também é um
tridngulo retangulo isésceles. Sejam AM = x e CM = y. A érea da vela é igual
a soma das dreas dos triangulos AM B e CM D, de modo que é igual a % + %
Pelo Teorema de Pitagoras, 22 +y? = AC? = 42 = 16. Portanto, a drea da vela

é 8m?2.
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