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é um inteiro qualquer, entao esses ntmeros s6 admitem o zero como
mualtiplo comum (justifique), que serd chamado do minimo multiplo
comum (mmc) de a e b. Se a e b sdo ambos nao nulos, mesmo que
nao sejam ambos positivos, entao define-se o minimo miltiplo comum
(mmc) de a e b como sendo o menor multiplo comum positivo; ou seja,

o menor elemento positivo do conjunto

aZ N bZ.

Problema 3.9. Suponha que os nimeros 216 e 144 sejam multi-
plos comuns de um determinado par de ntimeros a e b. Mostre que
mmc(a,b) < 72.

SUGESTAO: Utilize a propriedade (iv) do Problema 3.8.

3.3 Divisores

Nesta secao olharemos a nocao de miltiplo sob outro ponto de

vista.

Definicao. Diremos que um numero inteiro d é um divisor de outro
inteiro a, se a é multiplo de d; ou seja, se a = d X ¢, para algum inteiro

C.

Quando a é miultiplo de d dizemos também que a é divisivel por

d ou que d divide a.

Representaremos o fato de um niimero d ser divisor de um ntmero

a, ou d dividir a, pelo simbolo d | a. Caso d nao divida a, escrevemos

dta.
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48 B CAP. 3: OS INTEIROS E SUAS PROPRIEDADES
Assim, por exemplo, temos que

116, 26, 3|6, 6|6, —6|6, —3]6, —2|6, —1]6.

Além disso, se d € {—6,—3,—2,—1,1,2,3,6}, entdo d { 6.

Temos também que 1 | a e d | 0, para todo d, inclusive quando

d =0, pois 0 é multiplo de qualquer ntimero®.

Note também que se d | a, entdao —d | a, d | —a e —d | —a

Note que se a e d sdo numeros naturais, com a # 0, e se d | a,
entdo d < a. De fato, sendo @ um multiplo natural nao nulo do

numero natural d, sabemos que a > d.

Problema 3.10. Mostre que das duas propriedades acima segue que,

se a ¢ um inteiro nao nulo, os divisores de a sdo em nimero finito.

Problema 3.11. Mostre que se a e b sao ntimeros naturais nao nulos,

entdo a | b e b | a se, e somente se, a = b.

Os critérios de multiplicidade podem ser reenunciados como

critérios de divisibilidade.

Por exemplo, dado um nimero n = n, ...ning na sua represen-

tagao decimal, temos o resultado:

n € divisivel por 2 (ou seja miltiplo de 2) se e somente se ng € um

nUumMero par.

Tsto absolutamente nao quer dizer que podemos dividir zero por zero, pois
como 0 = ¢ x 0 para todo ¢, o “quociente” de 0 por 0 poderia ser qualquer niimero,
logo nao estaria bem definido.
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Problema 3.12. Enuncie critérios de divisibilidade por 3, 4, 5, 8, 9
e 10.

Utilizando a nogao de divisor, podemos também redefinir a nogao
de nimero primo como sendo um ntumero p > 1 que s6 possui 1 e o

proéprio p como divisores positivos.

A divisibilidade possui varias propriedades importantes decor-
rentes das propriedades dos multiplos e cuja utilizagao vai nos facilitar

a vida.

A relagao de divisibilidade é transitiva, ou seja, se a | be b | ¢,
entdo a | c.

De fato, isto ¢ o mesmo que a transitividade da relagao de ser
multiplo (veja Problema 1.17).
Problema 3.13. Mostre as seguintes propriedades importantes da
divisibilidade:
(a) Sed|aed]|b entdod]| (b+a)ed]|(b—a).
(b)Se d|(b+a)oud]|(b—a) e d|a, entdo d|b.
(c) Conclua que d ¢ um divisor comum de a e de b se e somente se d

é um divisor comum de a e de b — a.

Definigao. Dados dois niimeros inteiros a e b ndo simultaneamente
nulos, o maior divisor comum de a e b sera chamado de mdximo divisor

comum de a e b e denotado por mdc(a, b).

Note que
mdc(a, b) = mde(b, a).
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