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7.1 Area: conceito e dreas do quadrado e do

retangulo

Dada uma figura no plano, vamos definir a drea desta figura como o resul-
tado da comparagao da figura dada com uma certa unidade de medida.
No caso do conceito de drea de figuras planas, a unidade de medida uti-
lizada é um quadrado de lado 1 (uma unidade de comprimento). Assim

um quadrado de lado 1 tem, por definicdo, uma unidade de area.

E muito provavel que voceé ja tenha aprendido que a area de um quadrado
de lado ¢ é igual a £? e que a &rea de um retangulo de base b e altura
h é igual ao produto bh da base pela altura. Nesta secao pretendemos
dar sentido a estas expressoes, mostrando como podem ser calculadas as
areas de quadrados e retangulos em que os lados sao dados por ntimeros

naturais e por nimeros racionais.

A figura a seguir mostra, respectivamente, quadrados de lado 1, lado 2
e lado 3. Por definicao o quadrado de lado 1 tem uma unidade de area.
Como o quadrado de lado 2 pode ser dividido em 4 quadrados de lado 1,
dizemos que o quadrado de lado 2 tem area igual a 4. Do mesmo modo,
como o quadrado de lado 3 pode ser dividido em 9 quadrados de lado 1,

dizemos que o quadrado de lado 3 tem &rea igual a 9.

<«--->

«-=-->
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84 M ENCONTRO 7

Generalizando, se um quadrado tem lado n, em que n é um ndmero
inteiro positivo, entdo sua area é igual a n?, pois dentro deste quadrado
cabem exatamente n? quadrados de lado 1. Observe que neste calculo

utilizamos intuitivamente as seguintes propriedades do conceito de area:

e Figuras iguais possuem a mesma &area.

¢ Se uma figura estd dividida em duas figuras disjuntas, entao a soma

das areas dessas duas figuras menores ¢ igual a drea da figura total.

Vejamos agora como calcular a drea de um retangulo cujos lados sao
numeros inteiros. Por exemplo, o retangulo 1 x n deve ter area n, pois
ele é formado por n quadrados unitarios. O retangulo 2 x n é formado
por dois retangulos 1 x n. Assim sua area é 2n. Procedendo desta
forma, podemos chegar na expressao nm para a area do retangulo n x m.
Exemplificando, o retangulo 3 x 4 da figura a seguir tem area igual a
3 -4 = 12, pois ele é formado por 12 quadrados unitarios, ou por 3

retangulos 1 x 4 (trés faixas horizontais).

Antes de continuar vale a pena observar que a expressao n’ para a area
de um quadrado de lado n é um caso particular da expressao nm da area
de um retangulo n X m, pois, quando n = m, este retangulo também é

um quadrado.
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Até agora vimos que, através de uma simples contagem, é possivel calcu-
lar as areas de quadrados e retangulos cujos comprimentos dos lados sao
numeros inteiros. Mas e quando estes lados nao sao nimeros inteiros,
como calcular as areas destas figuras? Bom, afirmamos que a expressao
n? para a drea de um quadrado de lado n e a expressdo nm para a area
de um retangulo de base n e altura m continuam validas mesmo quando
n e m nao sao numeros inteiros. Em vez de apresentar uma demons-
tracao abstrata deste fato, vamos estudar como ele pode ser verificado

em alguns exemplos.

Por exemplo, na figura a seguir vemos que juntando 4 quadradinhos de

1
lado 3 obtemos um quadrado de lado 1 (nossa unidade de area). Isto
1 1
significa que a area do quadradinho de lado 3 é igual a 1 da area do
quadrado de lado 1. Como o quadrado de lado 1 tem &area igual a 1,

1 12
concluimos que a drea do quadrado de lado 3 é igual a 1= (5) .

«--->

D

Vejamos, agora, como podemos determinar a drea do quadrado de lado
— = 1,5. Na figura a seguir, vemos que juntando 4 quadradinhos de
lado 1,5 obtemos um quadrado de lado 3. Isto nos diz que a area do
quadrado de lado 1,5 é igual a % da area do quadrado de lado 3. Como o

quadrado de lado 3 tem &rea igual a 32 = 9, concluimos que o quadrado

de lado 1,5 t A igual 1><9 J (3)2
e lado em area igual a — =—-—=1|=].
, m 4rea igu 1 1 5
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Como tultimo exemplo, vejamos como determinar a area do quadrado
2

de lado —. Para obter este quadrado, podemos dividir cada lado de um

quadrado de lado 2 em trés partes, dividindo assim o quadrado de lado

2 em 9 quadrados de lado 3 (veja a figura a seguir). Esta divisao nos
1

mostra que a drea do quadrado de lado — éigual a — da &rea do quadrado

de lado 2. Como o quadrado de lado 2 tem &rea igual a 4, concluimos

2 L 1 4 [2)\?
que o quadrado de lado 3 tem darea igual a 9 X 4= 9= (g) .

D

Resumindo os calculos destes trés exemplos:
1 . 1 /1)?
¢ O quadrado de lado 3 tem &rea igual a 1= <7) .

3 L 9  3\?
e O quadrado de lado 3 tem darea igual a 1= <7) .
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2 o 4 [2\?
¢ O quadrado de lado 3 tem area igual a 9= (g) .

Generalizando, é possivel demonstrar que a area do quadrado de lado =
é igual a 2, para qualquer que seja o ntimero z. E para retangulos
também podemos demonstrar que para quaisquer x e ¥y, a area do
retangulo de base z e altura y é igual a xy. Portanto, tanto para qua-
drados quanto para retangulos a area é dada pelo “produto da base pela

altura” .

Antes de apresentar exemplos, lembre-se de que o perimetro de um qua-
drilatero é a soma dos comprimentos dos seus quatro lados. Deste modo,
se um retangulo tem lados x e y, entao o seu perimetro é igual a 2x + 2y,
enquanto que a sua area é xy. Pelas proprias definicoes vemos que
area e perimetro sao grandezas de natureza diferentes e que ndao podem
ser confundidas. A &area mede a porcao do plano que é ocupada pela
figura e o perimetro mede o comprimento do seu contorno. Além disso,
como exemplificado logo a seguir, existem retangulos de areas iguais,
mas com perimetros diferentes e, reciprocamente, existem retangulos

com perimetros iguais, mas com areas diferentes.

e A figura a seguir ilustra dois retangulos de mesma area, mas de
perimetros diferentes. O retangulo 2 x 6 tem perimetro 16 en-
quanto que o retangulo 3 x 4 tem perimetro 14, apesar de estes

dois retangulos possuirem areas iguais a 12.
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e Por outro lado, a figura a seguir ilustra dois retangulos com mesmo
perimetro, mas de dreas diferentes. O retangulo 3 x 6 tem &rea
18 enquanto o retangulo 4 x 5 tem &area 20, apesar de estes dois

retangulos possuirem perimetros iguais a 18.

No video 51 da parte de Geometria do canal PICOBMEP no YouTube
pode ser encontrada uma explicagao bastante detalhada para as ex-

pressoes das areas de um quadrado, de um retangulo e de um losango.

No Portal da Matematica, 92 Ano do Ensino Fundamental, médulo de

Areas de Figuras Planas, no video Parte I: retangulos também pode ser

encontrada uma explicacao para a expressao da area de um quadrado e

de um retangulo com lados inteiros, racionais e incomensuraveis.

O estudo dos proximos exemplos pode ajudar no entendimento dos con-

ceitos de area e perimetro.

Exemplo 1: (OBMEP 2007 — N2Q15 — 12 fase) A figura mostra
trés poligonos desenhados em uma folha quadriculada. Para cada um
destes poligonos foi assinalado, no plano cartesiano a direita, o ponto cu-
jas coordenadas horizontal e vertical sao, respectivamente, seu perimetro

e sua 4rea.
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[T ]]

II

area

111

perimetro

Qual é a correspondéncia correta entre os poligonos e os pontos?

(a) 1= C, 11 — B, IIl — A

(b) I B, 11 - A, IIl - C

() I=A Il -C/III - B

(d) I— A, 11— B, III - C

() I =-C,II - AIIIl - B
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Solugao. Usando o lado £ de um dos quadradinhos do quadriculado como

unidade de comprimento, a contagem direta na figura nos da as areas e

perimetros dos poligonos, conforme a tabela abaixo.

Poligono | Perfmetro (em £) | Area (em ¢2)
I 20 59X H=25
11 20 25 -3 =22
111 30 25—-7=18

Deste modo, a correspondéncia que associa a cada poligono um par orde-
nado no plano cartesiano é I — (20,25), IT — (20,22) e IIT — (30, 18).

Os pontos correspondentes a I e II tém a mesma abscissa (perimetro)
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logo estao na mesma reta vertical no plano cartesiano; como o ponto
correspondente a I tem ordenada (drea) maior, ele é o que estd mais
acima. Logo I — C e Il — A. Resta III — B.

Exemplo 2: Qual é a area da figura a seguir, usando como unidade a
area de um quadrinho? Qual é o perimetro da figura? Quantos quadri-
nhos podem ser acrescentados a figura de modo a obter o méaximo de

area sem alterar o perimetro?

Solucao. Contando diretamente os segmentos que compoem o contorno
da figura vemos que ela tem perimetro igual a 20. Analisando, agora, a
figura a seguir a esquerda vemos que se acrescentamos um quadradinho
colado na figura, aumentamos a sua area em uma unidade, mas nao
alteramos o seu perimetro, pois s6 trocamos de lugar dois segmentos
(pontilhados) que j& faziam parte do contorno da figura. Podemos ir
acrescentando estes quadradinhos até formar um quadrado de lado 5.
Portanto, podemos acrescentar mais 14 quadradinhos na figura dada
sem alterar o seu perimetro, como estd indicado na figura a seguir a

direita.
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Exemplo 3: (OBMEP 2006 — N1Q1 — 22 fase) Miguilim brinca
com dois triangulos iguais cujos lados medem 3 cm, 4 cm e 6 cm. Ele
forma figuras planas unindo um lado de um triangulo com um lado do
outro, sem que um tridngulo fique sobre o outro. Abaixo vemos duas

das figuras que ele fez.

(A) Quais os comprimentos dos lados que foram unidos nas Figuras I
e 117

(B) Calcule os perimetros das Figuras I e II.

(C) Qual o menor perimetro de uma figura que Miguilim pode formar?

Desenhe duas figuras que ele pode formar com este perimetro.

Figura I Figura II
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Solucao.

(A)

Na Figura I, verificamos que as medidas de dois lados que nao
foram unidos sao 4 cm e 6 cm. Como os dois lados unidos sao
do mesmo tamanho, eles nao podem medir nem 4 cm nem 6 cm,
logo medem 3 cm. Na Figura II, o triangulo que estd mais acima
tem um lado livre de 4 cm e claramente o lado que foi unido ao
triangulo debaixo é menor do que o lado livre nao identificado.
Portanto, o lado do triangulo superior que foi unido ao debaixo
mede 3 cm. No tridngulo debaixo, claramente o maior lado foi

unido ao lado do tridangulo de cima. Este lado mede 6 cm.

Os lados de medida 3 cm nao fazem parte do perimetro da Figura
I. Logo o perimetro da Figura I é igual a 2- (4 4+ 6) = 20 cm. O
lado de 3 cm de um triangulo e o pedago de 3 cm do lado maior do
outro triangulo nao fazem parte do perimetro da Figura II. Logo,
o perimetro da Figura IT é igual a 6 +4+3+4+ (6 — 3) = 20 cm.

O perimetro de uma figura obtida quando se unem lados dos dois
triangulos € igual & soma dos perimetros dos dois triangulos menos
duas vezes o comprimento do menor dos lados que foram unidos.
Assim, o perimetro da figura é o menor possivel quando unirmos
os dois lados de 6 cm; neste caso o perimetro é igual a 2- (3 +4 +

6) —2-6 = 14 cm. As duas figuras abaixo tém perimetro minimo.
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7.2 A area de um triangulo retangulo

Um triangulo retangulo de base b e de altura h é a metade de um
retangulo de base b e de altura h. Como a drea de um retangulo é
igual ao produto da base pela altura, segue que a area de um triangulo

retangulo é igual a metade da base vezes a altura, ou seja, a drea do

bh
tridngulo retangulo de base b e altura h é dada pela expressao 5

7.3 A area do paralelogramo

Sabemos que um paralelogramo é um quadrildatero com pares de lados
opostos paralelos e de mesmo comprimento. A distdncia h entre dois
lados opostos de um paralelogramo é chamada de altura em relacao a
estes lados, enquanto que estes dois lados sao chamados de bases do
paralelogramo. Quando um segmento h perpendicular a uma base do
paralelogramo intersecta a base oposta, a sequéncia de figuras a seguir
ilustra como, nestes casos, um paralelogramo de base b e altura h pode
ser transformado, sem alterar a sua drea, em um retangulo também de
base b e altura h. Como a area do retangulo é bh, vemos que a area do

paralelogramo também é dada por esta expressao.
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Figura 1 Figura 2
O O
h h
b b
Figura 3 Figura 4
[
h h
b b

Agora, de modo geral, considere um paralelogramo qualquer de base b
e de altura h. Adicionando ao paralelogramo dois triangulos retangulos
iguais, como indicado na figura a seguir, formamos um retangulo de base
b+ x e de altura h.

x b
o=t e =2 - >
* [
'h h h
N O
b e----- She-- - >
b X

Portanto, para obter a area do paralelogramo, podemos subtrair da
area do retangulo de base b + = e altura h as areas dos dois triangulos
retangulos de base x e altura h. Logo a area do paralelogramo é dada
por

xzh  xh zh xh

Assim, para quaisquer paralelogramos e retangulos, suas &dreas sao

calculadas pela mesma expressao “base vezes altura”.
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Como a drea de um paralelogramo é o produto da base vezes a altura,
todos os paralelogramos de mesma base e mesma altura possuem &areas
iguais. A figura a seguir ilustra, entao, um retangulo e um paralelogramo

com &reas iguais.

7.4 A area de um triangulo qualquer

Considere um triangulo qualquer ABC. Seja b o comprimento do seu
lado AC. A altura do triangulo em relagao a base AC é o segmento que
passa pelo vértice B e é perpendicular a reta ;18 . Seja h o comprimento

desta altura.

B

Nas figuras a seguir vemos que com duas cépias de um triangulo de base
b e altura h podemos montar um paralelogramo de base b e altura h
(veja o exercicio 1 da se¢ao 6.2). Assim o paralelogramo tem o dobro da
area do triangulo. Como a area do paralelogramo é “base vezes altura”,
a area do triangulo deve ser “base vezes altura dividido por dois”, uma

vez que o triangulo tem metade da area do paralelogramo. Deste modo,

a area do triangulo de base b e altura h é —
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Da expressao da drea de um triangulo segue que se dois triangulos pos-
suem a mesma base e a mesma altura, entao eles possuem a mesma area.
Na figura a seguir, se as retas sao paralelas, vemos triangulos diferentes,

mas com areas iguais.

7.5 A area do trapézio

Considere um trapézio de lados paralelos de comprimentos b e B. Estes
lados sao chamados de bases do trapézio e um segmento perpendicular
a estas bases é chamado de altura do trapézio. Seguindo os esquemas
abaixo, vemos que com duas copias do trapézio de bases b e B e de altura
h pode-se construir um paralelogramo de base b+ B e de atura h. Por
isto, a area do trapézio de bases b e B e altura h é a metade da area do
paralelogramo de base b + B e altura h. Logo a area deste trapézio é

b+ B)h
dada por (+2)
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De outro modo, a area de um trapézio de bases b e B e de altura h

também pode ser calculada da seguinte maneira. Tragando uma diagonal

do trapézio, como estd indicado na figura a seguir, vemos que é possivel

dividir o trapézio em dois triangulos: um de base b e de altura h e o outro

de base B e de altura h. Somando as dreas destes tridngulos obtemos a

area do trapézio:

@_I_@_(bJrB)h
2 2 2
b b
% .
' h ' h
S 4
B B

7.6 Exemplos resolvidos

Nesta secao vamos utilizar os conceitos introduzidos nas secoes

anteriores para resolver alguns problemas de calculo de areas e

perimetros. Esperamos que estes exemplos, e a maneira como as solugoes

estao redigidas, ajudem os alunos a resolverem e a escreverem as solugoes

dos exercicios apresentados nas proximas segoes.



