RESOLUÇÃO – 1º SIMULADO NÍVEL 3 – 2ª FASE OBMEP - 2016
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03- Questio
QUESTAO 6 (a) A figura 4 direita mostra duas soluges para o
problema.

(v) 1* solugdo: A figura do enunciado mostra que ao tragar as cinco diagonais do pentagono
obtemos 10 tridngulos e um novo pentagono central. A repeticao desse processo n vezes
(pensamos na repeticao de 0 vezes como nao tendo feito nada) tem como resultado 10
tridngulos e um pentagono central, que podemos dividic em 3, 5, 7. 9, ou 11 tridnguios como
‘mostrado no enunciado. Desse modo, podemos

triangular
legalmente o pentgono em 100+ tridngulos onde r pode ser 1,3,
. 70u9; nomero
‘segue que podemos trianguar legalmente.
Por . para triangular

s 220=10x22+9, efetuamos o processo de divis3o por

10 vezes e finaimente dividimos o pentégono central em 9
triangulos.

z‘mlmmummmmummmmmh
destacamos uma parte em trago mais grosso. Podemos dividir legalmente essa parte de modo a
‘adicionais, mmmw-n Esse processo pode ser repetido na parte
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NIVEL 3 - Prova da 2° fase - Solugbes

posifiuo se x <601. Desse modo o lucro méximo ses stingido quando o Grémio vender 600
ngressos (ou 601, iso que 0 ingresso do ndmero 601 43 ucro do  eais)

QUESTAO G (a) A igura 3 dveita mosira duas solugbes para o
probloma

®) 1 solugso: Afigura do enunciado mosta que 20 tragar 35 Ginco iagonais o pentégono
Gblamos 10 idngulos ¢ m novo pentagono cental A epelicdo dosse processo n ezgs.
(pensamos na epetigio d 0 vezs como ndo lendo ek nads) tam camo resutado 10
ranguios ¢ um pentagono central, que podemos diidrom 3, 7,9, ou 11 tidnguios camo
mosirad no enunciado. Desse modo, podermos trangular

A legaimente o pentagano em 1017 tringuls onde r pode ser 1,3,
5.7 ou 5 como qualquer nmero mpar s escreve cessa forma
) 3600mcum o g egmari o prtagono om s
\|  nimero impar de tnanguios. Por exemplo, para ianguiar

legalmente o pntagond em 220 iangulos sscrovemos.
et 2292101229, efeluamos o pocesso de dvisao po cagonais
10 vezes o inaimenta Gvidmos o pentagono centralam O
nanguios.

2 solugao: a fgua 1  esquerda mosira uma diisd o pentdgono em sete tidnguics, ande
destacamos uma parte o traco mais grosso. Podomos G egalmente essa parie do modo a
gerardois iangulos adiconais, com 1a ura . Esse processo pode s epelo na parte
‘ansloga dostacada nessa Wima fura, gerando als dis ianguios o oua fiura andloga onde
o processo pode ser repelio novamerte, o ssim por diaie gerando dois nowes ianguios om
Cata tapa. 1230 mosira aue, Comegand da uma inanguisso com 7 rdnguis. podemas ober
ualauer nimero impar de anguos.

) 1solugdo: consideremos um pentagono riangulado legaimene,

Sefam 0 nimerd de anguos e m o nmero de ponios logas

intriores dessa dhis3o. A soma dos Angulos do 10d0s 0s nangulos &

1800 graus. Por outro ado, esea soma & iul & soma dos &nguios em

o dos pontoslegals ineriores mals a soma dos 3nguos ilaros do

pentagons, ousea, & igual a 360m + 540 graus. Logo

180n=360n 540 ou 08, n=2m +3 que & um nimero impar.
Exemplifcaros es6a demonsiracdo com a fgura 30 1ado,

onde n=7 e m=-2

2 solugao: consideramos com acma u pentagon iangulado legaimerte em n tiEngucs, e

S6ia m o nimerotota de lados desses inguos. AD conar s ados desses (ranguios um por

i trermos o casos: () contar u 1ado comum a G0 ngics & (1) contar um dos 300s do

pentagano. No primeir caso, cada ado & contad s ezes: no 5egundo Ca50 emos apends.

-5

s laos do pentagono. Obtemos entdo m. +5: como m & ns30 nimeros nfios segue.

ave 215 também i, o s, 3n~5 & par, donde & impar. A fgua usada na sl

anteio exemplifca essa demonsiracdo no caso =7 ¢ M=13.
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OBMEP 2008 - 2* FASE - Solugdes - Nivel 3 Saant s ket prs B
QUESTAO 1

a) S6 existe uma maneira de preencher o diagrama, como mostramos a seguir
= O numero 9 no pode ficar abaixo de nenhum numero, logo deve ficar no topo.
= Acima do numero 7 56 podemos colocar 0 9 e 8. Como 0 9 j4 esta no topo, 0 8 ficard acima do 7.
= Ontmero 6 n&o pode ficar abaixo do 5 nem do 2, logo ficara abaixo do 8 , a0 lado do 7.
O ntmero 1 ¢ o tnico que pode ficar abaixo do 2.
= Os numeros 3 e 4 devem ficar abaixo do 5, com o 3 debaixo o 4.
A sequéncia de figuras a seguir lustra as etapas deste raciocinio.
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b) 1% solugdo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de trés bolinhas marcadas pelo
triangulo pontihado, & esquerda. Para que ele fique bem
preenchido com quaisquer rés nimeros positivos distintos, o (8
maior numero deve ficar no topo e 0s outros dois poderso ser s
olocados nos dois circulos de baixo de 2 maneiras diferentes. Por (3) ()
‘exemplo, se 0s nimeros forem 3, 6 e 8, podemos disp-los das 2
maneiras ilustradas 2 direita
Para que o diagrama completo o problema fique bem preenchido com os numeros de 1a 5, 0 5 deve ficar
10 topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer nimero de 1 a 4. As rés casas restantes,
marcadas com o triangulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderéo entéo ser preenct
de 2 maneiras, com os trés nimeros restantes. Resumindo, podemos preencher o diagrama do seguinte
modo
= preenchemos o circulo do topo com o 5: 1 possibilidade;
= preenchemos a casa sombreada com 1, 2,3 0u 4 4 possibilidades;
= preenchemos as trés casas que faltam com os trés algarismos restantes: 2 possibilidades
Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x4x2 =8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio s
aplica para quaisquer cinco nimeros positivos distintos. Isto serd importante na resolugdo do préximo item.

2* soluggo: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve ento ocupar uma
das duas bolinhas abaixo do 5, e entao
= se 0.4 ocupar a bolinha sombreada, 0 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5, € 0 1 0 2 podem
ser colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas
possibilidades neste caso;
se 0 4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
nimeros de 1 3, e 0 outros dois nimeros podem ser colocados nas duas ltimas bolinhas vazias;
neste caso temos 3x2=6 possibilidades
Deste modo, o numero de maneiras de preencher o diagrama é 2+
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OBMEP 2008 - 2* FASE - Solugdes - Nivel 3

©) 12 solugéo: Para que o diagrama fique bem preenchido com os numeros de 1a 7,
temos que colocar o 7 o topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer
nimero de 1 6. A parte circundada pela linha pontiihada foi analisada no item (b) e
pode ser preenchida com 0s 5 nimeros restantes de 8 formas diferentes. Ou seja,
podemos preencher o diagrama como segue:

= preenchemos o circulo do topo com o 7: 1 possibilidade;

= preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3 , 4, 5 ou 6: 6 possibilidades;

« preenchemos a parte circundada com os algarismos restantes: 8 possi
Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x6x8 = 48 maneiras diferentes

2* soluggo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entéo ocupar uma
das duas bolinhas abaixo do 7, e entdo
se 06 ocupar a bolinha sombreada, os numeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com
alinha pontiihada. De acordo com o item (b), isto pode ser feito de 8 maneiras distintas.
se 0 6 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 7, podemos colocar qualquer nimero de 1a 5 na casa
sombreada e distribuir 0s numeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, 0 que pode ser
feito de 8 maneiras diferentes, de acordo com o item (b). Aqui temos 5x8 =40 possibilidades.
grama pode ser preenchido de 8+ 40 = 48 maneiras diferentes.
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OBMEP2012-2Fase 1
SolugBes —Nivel 3

a) O valor da érea de cada painel é igual ao total de lampadas vermelhas que o
mesmo usa. Logo, em um painel de 5 metros por 8 metros ha 5x8=40lampadas
vermelhas.

b) Um painel de 5 metros por 8 metros contém 6 linhas horizontais e 9 linhas verticais,
que formam entre si 6x9=54 intersegdes. De acordo com o enunciado, em cada uma
dessas intersecdes ¢ colocada uma lmpada azul; logo h4 54 lampadas azuis.

©) 12 solugzo: Em um painel de mmetros por n metros, 0 nimero de lampadas azuis
que ha na borda coincide com o valor do seu perimetro, que & igual a 2(m +n). Por
argumentos anélogos aos usados nos itens (a) e (b), vemos que este painel usa
mn=72 lampadas vermelhas e (m+1)(n+1)=90 lampadas azuis. Da ltima
igualdade  segue  que  mn+(m+n)+1=90 e  entio  temos
m+n=90-mn-1=90-72-1=17. Assim, 0 nimero de lampadas azuis que estao
na borda do painel 6 2(m+n)=2.17=34.

22 solugdo: A 4rea do painel 6 72 (total de lampadas vermelhas), assim as
possiveis dimensdes do painel sao as seguintes (em metros): 1x72, 2x36, 3x24,
418 6x12 e 8x9. A mesma argumentagao usada no item (b) mostra apenas 8x9
corresponde a um painel que tem um total de 90 lampadas azuis, pois
90=(8+1)(9+1). Como 0 niimero de lmpadas azuis que hé na borda coincide com o

valor do perimetro do painel, temos entdo que ha 2(8+9)=34lampadas azuis na
borda do painel.
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Problema 4

a) A solugdo é feita em seis passos, assinalado cada um deles em vermelho,

b) Néio. No quadradinho assinalado com X ndo podemos colocar nem 0 3 nem 0.4
porque a 2*linha ji contém esses nimeros. Por outro lado também ndo podemos
colocar nem 1 nem 2 porque a tiltima coluna j contém esses numeros.

) De acordo com o item (b), temos quatro opgdes para preencher o quadrado D, que

sdo
374 a]3 213 2[4
2]1 2]1 4] 3

Como no item (b), vemos que opgdo sombreada ndo ¢ possivel, uma vez que néo
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) De acordo com o item (b), temos quatro opgdes para preencher o quadrado D, que

sdo
374 a]3 213 2[4
2]1 2]1 4]t 3

Como no item (b), vemos que opedo sombreada ndo ¢ possivel, uma vez que no
teremos como preencher o quadradinho assinalado com X.

Logo, para preencher o quadrado D s6 restam as 3 opgdes

Uma vez preenchido o quadrado D, os quadrados B e C podem ser preenchidos de
‘modo tnico. Logo, temos 3 maneiras para completar o quadrado original, que sio
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d) Para preencher o quadrado A, na ordem crescente 1,2, 3 ¢ 4 temos a seguinte
situagdo:
 podemos colocar o 1 em qualquer das 4 posigdes;
« colocado o 1, temos 3 posigdes para 0 2;
« colocados o ¢ 02, temos 2 posides para 0 3;
« colocados 0 1,02 ¢ 0 3 temos apenas uma posiio para o 4.
Logo, 0 quadrado A pode ser preenchido de 4 3x2x 1= 24 maneiras.

Preenchido o quadrado A, vamos agora preencher o quadrado D:
« podemos colocar o 1 em qualquer das 4 casas;
* uma vez colocado o 1, usando o mesmo argumento que no item (c), vemos
que existem 3 menciras de completar o quadrado D.

Logo, temos 24 x4 3= 288 modos de preencher os quadrados A e D. Sabemos que,
estando esses dois quadrados preenchidos, s temos uma mancira de preencher os
quadrados B ¢ C. Logo, o nimero total de quadrados especiais & 288
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Para simplficar a exposigao, vamos ndicar  érea de uma figura clocand seu name.
eni parentois, po exempo, (4BC) denota  area do tiangulo ABC (om o).

) A figura abaix iusta a siuaghes.
posicao de C apts a dobra

(Como o trangulo ABC & retangulo em C a dobra  paralela ao lado A8, segue que
COFE & um quadrado de lado G xcm: 2 rea do g DEF & metade da drea

o quackado COFE. Temos (CDFE) o (0EF)=%-

Para x=2 o tiangulo DEF representa aregi de sobreposicdo, g

z
No caso =7, a rea de sobreposicao, represerdada pelo rapézio DEHG, &
oual a (DEF) - (GHF). O thangulo ADG 6 isoscoles com AD = DG

DF =7 temas G

I
z

) A fiura abaix, 2 esquerda, iustra a regido do sobeposido para 0.< 53
(et temos a regido de sobreposicdo para 5.<x <10

No primeir caso, COFE & um quadrado de ado x o &rea do DEF & metade da
rea desse quacrado, o sea, (1) = No segundo caso, o idngu ADG &
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