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N2Q5

a) No tabuleiro dado aparecem somas impares na primeira e segunda linhas,
primeira e segunda colunas e na diagonal principal. Desse modo, a nota desse
tabuleiro é 5.

b) Abaixo temos 4 tabuleiros com nota 8

1[1[1] [1]0]0] [0]0[7] [0[1]0
11 [o]1]0] [o[1]o] (4[]
114(1] [ofo[1] [A]olo] [0[1[0

E possivel mostrar que estes s&o os Gnicos tabuleiros com nota 8; deixamos isso
como exercicio.

©) Ao trocar o niimero de um dos cantos do tabuleiro, soma-se 1 (caso a troca tenha
sido de 0 para 1) ou subtrai-se 1 (caso a troca tenha sido de 1 para 0) aos totais de
da linha, da coluna e da diagonal que se encontram nesse canto. Assim, das oito
somas (rés linhas, trés colunas e duas diagonais), trés trocam de paridade e as
outras ndo mudam. Observamos agora que:
« seessas trés somas sao impares, apos a troca a nota diminuird de 3;
« se duas dessas somas sdo pares e uma é impar, apos a troca a nota
aumentara de 1;
« se duas dessas somas sdo impares e uma é par, apos a troca a nota
diminuira de 1;
« seessas trés somas s pares, ap6s a troca a nota aumentara de 3.

Em qualquer caso, vemos que se a nota original do tabuleiro é par (ou impar), ela
o0 tomard inper (ou per), pois aurmentass ou dminuird de 1 ou 3
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d) Para preencher todas as casas de um tabuleiro, exceto (por exemplo) a do canto

superior direito, temos 2x2x2x2x2x2x2x2 =28 =256 possibilidades. O item
anterior mostra que, uma vez essas casas preenchidas, ha apenas uma maneira
de preencher a casa do canto superior direito de modo que a nota desse tabuleiro
seja impar, e concluimos que o numero de tabuleiros de nota impar é 256.
Altemativamente, podemos concluir do item anterior que se um tabuleiro tem
nota par (ou impar), ao trocar o algarismo da casa do canto superior direito
teremos um tabuleiro de nota impar (ou par). lsso mostra que a cada tabuleiro de
nota par corresponde um de nota impar e vice-versa, ou seja, o numero de
tabuleiros de nota impar (ou par) é a metade do nimero total de tabuleiros, que &
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) A drea da folha era igual a soma das 4reas dos nove quadrados, que &
P+ 42477482+ 97 107 + 142 + 167 +182=1056 cm?

B) Sejam a e b as dimensdes da folha, onde supomos a < b. Como a drea de um retangulo & o produto de suas
dimensdes, temos ab = 1056 . Além disso, como as medidas dos lados dos quadrados em que a folha foi cortada
80 numeros inteiros, seque que a e b devem ser numeros inteiros. Observamos, finalmente, que a e b devem
ser maiores ou iguais a 18, pois um dos quadrados em que a folha foi cortada tem lado com esta medida.

Como a e b sao divisores de 1056, a fatoragso em fatores primos 1056 = 2° x3x11 nos mostra que a e
b sa0daforma 2" x3” x11°, onde x,y e z 530 inteiros tais que 0<x<50<y<1e 0<z < 1. Lembrando que
ab=1056 e que a e b sa0 maiores que 18, obtemos os seguintes possibiidades:

a b
2x11=22 | 2*x3-48
2°x3-24

2°-32

Temos agora que decidir quais destas possibilidades podem ocorrer como medidas da folha. Como o maior
quadrado tem lado 18, que & menor que 22, 24 e 32, vemos que nenhum quadrado pode encostar nos dois lados
de comprimento b da folha. Isto quer dizer que b pode ser expresso de duas maneiras como uma soma na qual
as parcelas s&o medidas dos lados dos quadrados, sendo que (i) no ha parcelas repetidas em nenhuma das
duas expressdes e (i) ndo ha parcelas comuns &s duas expressoes.

Este argumento mostra que 2b<1+4+7+8+9+10+14+15+18, ouseja, 20 <86 .Logo b<43 ea
nica possibilidade ¢ b = 3. Segue que as dimensdes da folha eram a=32 e b=33

Existem outras maneiras de eliminar os pares (22,48) e (24.44), usando o argumento acima e mostrando,
por exemplo, que néo existem duas maneiras de escrever 22 & 24 como soma dos lados dos quadrados de duas
maneiras com parcelas distintas e sem parcelas comuns.
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Esta solugao depende do fato de que, em qualquer decomposigao de um retangulo em quadrados, os
lados dos quadrados s&0 necessariamente paralelos a um dos lados do retangulo. Um argumento intuitivo para
demonstrar este fato consiste em selecionar um vértice do retangulo e observar que o quadrado ao qual este
vertice pertence tem seus lados apoiados sobre os lados do retangulo. Qualquer quadrado que toca este primeiro
quadrado (mesmo que em apenas um vértice) tem seus lados necessariamente paralelos aos lados do retangulo,
pois caso contrario teriamos angulos diferentes de 90° ou 180° na decomposigao, e estes angulos n&o podem ser
preenchidos com quadrados.

B) A nica possibilidade (a menos de rotagdes e simetrias) € mostrada abaixo:
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N2Q4 - Solucao

item a)
No encontro da linha 7 com a coluna 21 foi escrito o algarismo 1, pois 21 & miiliplo de
7.

Item b)
A soma dos algarismos da linha 23 é 4, pois de 1 a 100 existem exatamente quatro
mltiplos de 23 (a saber: 23, 46, 69, 92).

Item c)

Na coluna 98 aparecera 1 nas casas das linhas correspondentes aos divisores de 98.
Como 98 = 2 x 7%, entao 98 possui 2 x 3 = 6 divisores (a saber: 1, 2, 7, 14, 49 e 98).
Logo, a soma dos algarismos que aparecem na coluna 98 é 6.

Item d)
A soma dos algarismos sera impar nas colunas cujo nimero tenha uma quantidade
impar de divisores. Os nimeros que possuem uma quantidade impar de divisores sao
apenas os quadrados perfeitos. De fato, se d divide n, entdo n/d também divide n;
logo os divisores de um numero natural sempre ocorrem aos pares, exceto quando
d =n/d, ou seja, quando n = d?.

Como 10° = 100, temos 10 quadrados perfeitos de 1 a 100, incluindo os extremos.
Logo, a soma dos algarismos ¢ impar nas colunas correspondentes aos quadrados
perfeitos.
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Obs.: A partir da decomposigdo de um nimero natural em fatores primos, & facil
‘encontrar todos 0s seus divisores:

Se n= pl.pf. ... pl* éa decomposicdo em fatores primos de n, entdo os
divisores positivos de n 30 da forma:

P comO St Sr, s

Este fato permite contar facilmente o nimero de divisores positivos de n , a saber
i+ DO+ 1) (5 +1)

Como consequéncia, n tem um numero impar de divisores se e somente se todos os
expoentes das poténcias de primos de sua decomposigao forem numeros pares e,
portanto, n deve ser um quadrado perfeito.
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Questio 2

Como os cartdes sao quadrados podemos gird-los como quiser. Assim, o triangulo e o
pentagono podem ser colados de 4 maneiras distintas.

4A D>V
ORCIONE

J4 0 quadrado, ndo importa quanto giremos, ele sempre gerara a mesma imagem; e para o
hexégono teremos duas possibilidades.

QO
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item a)

O pentagono pode ser visualizado de 4 maneiras distintas. Basta observar que o pentagono
tem um lado paralelo a um dos lados do cartdo, logo ha 4 lados possiveis para esse lado ficar
paralelo a um dos lados do cartdo.

Item b)

0 hexagono pode ser visualizado de 2 maneiras distintas. Basta observar que o hexagono tem
dois lados opostos paralelos aos lados do cartdo, logo esses lados podem estar paralelos aos
lados de cima e de baixo, ou aos lados direito e esquerdo.

Item c)

Pelo principio multiplicativo, o triangulo pode ser colado em 4 posicdes e de 4 maneiras
distintas (4 x 4 =16 possibiidades). O quadrado tera 3 posigdes possiveis de uma tnica
maneira. O pentagono terd 2 posigdes possiveis e pode ser colado de 4 maneiras € o
hexégono devera ser colado na quarta e dtima posicéo, de duas maneiras possiveis.

Logo,ha4x4x3x1x2x4x1x2 =768 maneiras distintas.
Outra soluggo

Podemos comegar posicionando as figuras no album. Isso pode ser feito de 4 x 3x 2 x 1= 24
maneiras diferentes. Depois, para cada uma das 24 maneiras, podemos modificar a posicao
das figuras: Triangulo, 4 maneiras; Quadrado, 1 maneira; Pentagono, 4 maneiras; Hexagono,
2 maneiras.

Logo, teremos um total de 24 x 4 x 1 x 4 x 2 = 768 configuracdes diferentes para a primeira
pagina do album.
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QUESTAO 4. 0 quadrado ABCD da figura esta dividido em 16 quadradinhos
iguais. O quadrado sombreado tem os veértices sobre os pontos médios do quadrado
EFGH.

A) A srea do quadrado EFGH corresponde a que fragdo da rea do quadrado ABCD?
B) Se 0 quadrado ABCD tem 80 cm” de rea, qual € o lado do quadrado sombreado?

SOLUGAO: DG «

A) Solugdo 1: A figura ao lado mostra que o quadrado EFGH é formado por quatro A
trigngulos iguais (AEH, EFB, FGC e GHD) e quatro quadradinhos. Cada um dos
trigngulos tem area igual & metade da drea de trés quadradinhos. Logo, a 4rea do "

uatrad EFGH g 3 e do 4+ 4= 446 = 10cuadradnbos. Comoaeea
do quadrado ABCD ¢ igual & drea de 16 quadradinhos, a fragao pedida & =

3

4rea do quadrado EFGH _ 4rea de 10 quadradinhos _ 1
‘area do quadrado ABCD _ drea de 16 quadradinhos 1

-5
B

B

Adrea (em quadradinhos) do quadrado EFGH também pode ser calculada subraindo-se da &rea do quadrado
ABCD a drea dos quatro triangulos externos ao quadrado EFGH. Cada um destes triangulos tem drea igual a drea

de % quadradinhos, donde a area do quadrado EFGH é igual  drea de 16— 4 x > = 16 6 = 10 quadradinhos.

2

Solugéo 2: Se um quadrado tem lado de medida L (em alguma unidade de comprimento) entdo sua drea é L% (a
unidade de drea é o quadrado da unidade de comprimento). Deste modo, para calcular a drea do quadrado EFGH,

basta calcular HE?, o que fazemos a seguir
Seja k o lado de um dos quadradinhos. O teorema de Pitagoras mostra que
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HE? = AH? + AE? = k? + (3k)? = 10k?
& j4 achamos a 4rea do quadrado EFGH. Como a drea do quadrado ABCD é 16k, segue que a fragdo pedida &
102 _10 _5
16k 16 8

B) Notamos primeiro que o quadrado sombreado tem metade da 4rea do quadrado EFGH.
Isto fica claro na figura ao lado, onde vemos que o quadrado EFGH pode ser decomposto em
oito triangulos iguais, quatro dos quais formam o quadrado sombreado.

Usando o resuitado do item (A), vemos que a drea do quadrado EFGH é

ngD:Sm:m’,eweuamdnquaﬁzﬂnmmnéguala %xsaszs om.

Como 25 = 52 segue que o lado do quadrado sombreado mede 5 cm.
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Questdo 2

) Como 2103 =70, existem 70 cartdes cujos nimeros séo miltiplos de 3. Mais precisamente, esses cartes s&o
osdenimero 3=1x3, 6=2x3, 9=3x3, 12=4x3 ..., 204=68x3, 207=69x3 e 210=70x3

b) 1% solugdo: Um raciocinio idéntico ao do item a) mostra que existem 210 -2=105 cartdes com numeros pares
entre 1 & 210 (nclusive). Por outro lado, 0s numeros pares entre 1 e 210 que sdo miltplos de 3 530 2x3, 4x3,
6x3..., 68x3 € 703, em numero de 35. Logo existem 105-35= 70 cartdes com numeros pares que ndo so
mitiplos de 3.

2° solugdo: Ha 105 cartdes pares. Por outro lado, entre 0s 70 mutiplos de 3 ha 70+ 2= 35 pares; logo 105-35=70
s&0 pares mas nao miltiplos de 3.

3° solugéo: Retiram-se dos cartoes os 70 miltiplos de 3, sobrando 210~70 =140 cartdes. Desses, metade 580 pa-
res, pois entre dois miltiplos de 3 consecutivos um dos numeros é par e o outro impar; logo entre eles ha
140-70=70 cartdes que no séo nem pares nem muliplos de 3.

42 solugsio: Observamos que entre os nimeros de 1 a 6 existem dois nmeros pares que ndo s&o miltiplos de 3, a
saber, 2 ¢ 4. Do mesmo modo, dos nimeros de 7 a 13 temos dois numeros pares que ndo sdo miiliplos de 3, a sa-
ber, 8 e 10. Esse padrao se repete de seis em seis nimeros consecutivos até chegar aos numeros de 205 a 210,
onde aqueles pares que ndo so multiplos de 3 s&0 206 e 208. Temos assim 2106 =35 blocos e, em cada um,
dois nimeros pares que ndo sao multiplos de 3, num total de 352 =70 nGmeros.

<) As partes A, B e C da figura a0 lado correspondem as conciusdes dos itens

anteriores; sobram entdo 210—(35+35+70)=70 cartbes com nimeros que romeRca o€ 1Az

ndo sdo nem pares nem mltiplos de 3, correspondendo a parte D. Escolhendo | = © B 1
um numero na parte A, outro na parte B (ou C) e 70 na parte D, vemos que & | mmemsmd | STIIE | e
possivel escolher 72 cartdes tais quaisquer dois deles no tenham numeros que s b

Sejam simultaneamente pares ou miitiplos de 3. Por outro lado, a0 escolher 73 | mapsesne | rmsameren
cartdes, os nimeros de pelo menos trés deles devem ficar fora da parte D, ou | st | s

seja, nas partes A, B e C. Se dois desses numeros ficam na mesma parte eles B

1em 2 ou 3 (ou mesmo ambos, no caso de ficarem na parte A) como divisor Co- AR

mum; caso contrério, temos um na parte A e outro na parte B (ou C) que tém 3 (ou 2) como divisor comum. Logo
Catarina deve pegar 73 cartdes.
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a) Aassinatura geomérica de 123456 aparece na figura ao lado.

b) Seja abcd um nimero com quatro algarismos a, b, ¢ e d néo
nulos. A assinalura geométrica de abcd possui qualro
segmentos consecutivos de comprimentos a, b, ¢ e d,

tragados de acordo com o enunciado. Ela sera fechada se e
somente se esses tragos formarem
um retangulo, ou seja, se e somente
sea=c e b=d. Temos as escolhas de 1a 9 para a=c
& também para b=d, num total de 9x9=81 escolhas;
segue que temos 81 numeros de quatro algarismos cuja
assinatura geométrica é fechada.

©) Seja abcde um numero com cinco algarismos a, b,
¢ de e nao nulos. Como no item anterior, a
assinatura geométrica de abcde sera fechada se e
somente os segmentos de comprimento a, b, ¢, d
e e formarem um retangulo como na figura ao
lado, ou seja, se e somente se a+e=c e b=d.
Como no item anterior, temos as escolhas de 1a 9
para b=d

Vamos agora contar de quantas maneiras é possivel escolher a, ¢ e e de modo
que a+e=c. Exceto para o caso ¢=1, quando ndo ha valores possiveis para a e
&, podemos escolher valores de 1 até c—1para a e, em cada caso, o valor de e
fica determinado como ¢-a. Em outras palavras, para cada c é possivel escolher
ae e tais que a+e=c de c—1maneiras diferentes (notamos que no caso c=1
temos ¢—1=0). Como c varia de 1 a9, o niimero de escolhas possiveis para a e
©60+142+3+4+5+6+7+8=36

Finalmente, segue do principio multiplicativo que temos 9x36 =324 numeros
de cinco algarismos cuja assinatura geométrica & fechada.
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N2Q3

Cada uma das pegas amarelas tem area 3x3=9cm?, as azuis tém 4x4=16 cm’ e

as verdes tém ”T‘ —6om®.

a) O hexagono montado por Dafne & composto por duas pegas verdes, uma amarela
e uma azul. Portanto, sua area ¢ igual a2x6+9+16=37 cm?

b) A figura construida forma um quadrado de lado 4+3+4=11
cm, cuja drea é 11x11=121 cm®. Ele é composto de 4
amarelas e 4 peas azuis; a 4rea fotal dessas pegas é
4x9+4x16=100 cm’. A drea do buraco & a area do .
quadrado menos a soma das areas dessas pegas, ou seja, &
igual a 121-100=21 cm®.

Altemativamente, podemos pensar no buraco (em cinza
claro) como um quadrado de 5 cm de lado do qual foram
retirados, nos cantos, quadradinhos de lado 1 cm (em cinza
‘escuro); sua area é entdo 5x5-4x1x1=21 cm?





image18.png
©)  Uma possivel maneira de preencher o
quadrado 15x15 , como pedido, é mostrado na
figura ao lado.

d)  Um quadrado de lado 15 cm tem
15x15=225 cm?; observamos que 225 ¢ um
numero impar. A pega azul tem area 16 cm’ e a
verde tem area 6 cm’, ambos numeros pares.
Logo nao é possivel preencher o quadrado de
lado 15 cm apenas com pegas desse tipo, pois a
soma de numeros pares ¢ par. Segue que para
preencher o quadrado de lado 15 cm com as
pegas do enunciado é necessario usar pelo
menos uma pega amarela.
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N2Q5 — Solucdo

a) O algarismo 1 é composto por dois poligonos, indicados na figurapor Ae B. A
Para pintar o poligono A, ha 3 opcdes: branco, cinza e preto. Ja para pintar o
poligono B, ha 2 opgdes, uma vez que sua cor ndo pode coincidir com aquelaja g
usada para pintar A. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o algarismo 1 pode ser
pintado de 3x2=6 maneiras distintas.

b) Iniciamos observando que hé 3 opcdes para pintar o poligono A. Uma (D
vez que A foi pintado, ha duas opcdes para pintar o poligono B e, como o B
poligono C é vizinho de A e B, s6 ha uma cor possivel para C. A
A cor do poligono D nao deve coincidir com a cor de B, logo paracada |
cor escolhida para B, ha 2 opgdes para a cor de D. Analogamente, ha 2
opgdes paraa cor de E.
‘Assim, pelo Principio Multplicativo, ha 3x2x1x2x2 =24 maneiras distintas para
pintar o algarismo 3.

o doi C
©) Vamos distinguir dois casos.

« As cores de A e B coincidem: neste caso ha 3 opgdes de corespara A B
A'e B, e restam 2 opgoes de cores para C e 2 para D. Assim, pelo
Principio  Multplicativo, o algarismo 0 pode ser pintado de D
3x2x2=12maneiras distintas.

« As cores de A e B sao diferentes: neste caso, ha 3 opees de cores para pintar
A e, para cada uma dessas, ha 2 opgdes para pintar B, restando apenas 1
opcdo para C e também para D. Assim, pelo Principio Multipiicativo, o
algarismo 0 pode ser pintado de 3x2x1x1= 6 maneiras distintas.

Segue do Principio Aditivo que o algarismo 0 pode ser pintado de 12+ 6 =18 maneiras
distintas.

d) Basta pintar os algarismos 2, 0, 1 e 3; 0 2 pode ser pintado de 3x2x2=12
maneiras diferentes e o numero de maneiras de pintar os outros algarismos ja foi
calculado nos itens anteriores.  Assim, pelo Principio  Multiplicativo, ha
12x6x24x18=31104 maneiras distintas de pintar 0 nimero 2013.
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N2Q1 - Solugéo

item a)
O maior dos quatro retangulos tem lados de medida 30 — 4 = 26 cm e 20~ 7 = 13 cm.
Logo, sua area é 26 x 13= 338 cm?.

Item b)

Com um trago horizontal e dois verticais geramos os quadrados de maior drea
possivel. Para formar apenas quadrados, o valor do lados desses quadrados deve
dividir 20 e 30. A maior area ocorre, entdo, quando o lado desses quadrados for o

maximo divisor comum de 20 e 30, ou seja, 10 cm.
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Item c)

gom 8em 14cm

- -»>
12

Vamos chamar a distancia da segunda dobra até a margem inferior da folha de atura

da dobra.

Como a folha tem 30 cm de largura e a primeira dobra foi feita a 8 cm da margem
direita da folha, a largura da regido em amarelo da tltima figura é igual a 30 cm menos

duas vezes 8 cm, ou seja, 30 - 16 = 14 cm.

Apbs a segunda dobra, o dobro da altura do retangulo amarelo seré a diferenca entre
seu perimetro e o dobro de sua largura, ou seja, 54 - 28 = 26 cm. Portanto, a altura
do retangulo amarelo na terceira figura é 13 cm. Assim, da altura da folha original
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sobraram 20 — 13 = 7 cm para a realizagdo da segunda dobra e, portanto, a altura
da dobra é a metade, ou seja, 7 +2 = 3,5 cm.

Outra solugéo.

Como a folha tem 30 cm de largura e a primeira dobra foi feita a 8 cm da margem
direita da folha, a largura da regido em amarelo da tltima figura é igual a 30 cm menos
duas vezes 8 cm, ou seja, 30 - 16 = 14 cm.

De forma analoga, como a folha tem 20 cm de altura, a altura da regizo em amarelo da
ltima figura ¢ igual 20 cm menos duas vezes a altura da dobra.

O perimetro da regiao em amarelo da Glima figura & igual a 54 cm, e seu
semiperimetro (metade do perimetro) é 27 cm.

O semiperimetro de uma regido retangular é a soma da largura e da altura dessa
regido. Assim, 14 cm mais 20 cm menos duas vezes a altura da dobra tem que ser
igual a 27 cm.

« 14+20-2x altura da dobra) = 27 cm
Logo 27 cm mais duas vezes a altura da dobra é igual a 34 cm,
« 27+2x (altura da dobra) = 34 cm

e aaltura da dobra é igual & metade da diferenga 34 — 27 = 7 cm, ou seja, metade de
7 cm. Logo, altura da dobra = (34 - 27) +2= 3,5 cm.




image23.png
Froblema 2

a) O Capitio Rodrigo escreveu a letra Q em baixo dos quadrados perfeitos.
1,223, ... Como 2006 esta entre 44 ¢ 457, isto ¢,

447 =1936 <2006 <2025 =457,

vemos que 1936 ¢ 0 maior quadrado perfeito que ¢ menor do que 2006.

I 2 o
4 1 i
T[2]3]4 1936 | 1937 [ 1938 2006
oININ[ O 0N [N N

Soletras N

Logo iltima letra O foi escrita embaixo do nimero 1936, ou seja, o Capitdo
Rodrigo escreveu a letra Q um total de 44 vezes.

b) O namero 1000 esta entre 317 =961 e 327 =1024, logo, até 1024° posigio
foram escritas 32 letras Q e 1024~ 32 =992 letras N.

3P 2 33

1 1 1

T2 %1 1000 1024 [ 1025 1032 1089

o[N 0 N Q1N N Q
oletras N oletras N

Por isso, a 1000° etra N aparece depois da 1024 posigdo. Para chegar a 1000
letras N’ faltam 8, que comegam na 1025° posigdo ¢ acabam na 1032 posicao;
notamos que nessas posigdes ndo aparece nenhuma letra O, pois o proximo

quadrado perfito ¢ 33° =1089. Logo 0 1000° N foi escrito na 1032° posigdo.
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ONNONNNN.

T ey

©) 1 solugdo: Para que ocorra uma seqiéncia da forma Q NNN ..NNN 0, o
primeiro e o iltimo O correspondem a quadrados consecutivos, com 100 nimeros
ndo quadrados entre eles. Se o primeiro QO corresponde a a*, temos

¢ oy @
OV NN 0 ¢ [+ -al-1=100
-
Logo [(a+1)' —=a’]=1=100, donde
(@ +2a+1-a")=1=2a+1=100




image25.png
ou seja, 2a=100 e portanto a=50. Assim , a sequéncia &

O ooy 5
T gy Y

ONNN_.NNNQ

Como 50° =2500 & maior do que 2006, essa sequéncia ndo ocorre na tabela dada.

Observagio: A resposta 2500 também foi considerada correta para efeito de
corregio.

2" solugao: Os blacos de letras N entre quadrados perfeitos crescem de 2 em 2,

‘como podemos ver abaixo:
o u N P it st
© AN QXNNY 0 YAANY 0 YANYNANY 0 NANYANNANY Q... © NN AN 0 NW.ANY @

Os dois iltimos quadrados perfeitos na tabela sio 437 = 1849 ¢ 44 =1936, entre
s quais hi 86 letras . Por outro lado, de 1937 a 2006 ha 70 letras :

OMQ.... 0N NN K

Como os blocos de letras N entre quadrados perfeitos séo de tamanho crescente,
segue que em nenhum lugar da tabela aparccem 100 letras N seguidas
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Nivel 1 questo 5 o)
2) Ana pode pintar a bolinha 1 com qualquer uma das trés cores. A bolinha 2 deve entéo ser pintada (3.

de uma cor diferente da primeira, restando a Ana duas cores para pinté-la. A bolinha 3 deve ser %
pintada com a cor que sobrar. Portanto, a igura 1 pode ser pintada de 3x2x1= 6 maneiras diferen-  (1)—(2)
tes.

@_/;\ b) Vamos dividir as maneiras de pintar a figura 2 em dois casos.
j: 1° caso: as bolinhas 1€ 3 so pintadas da mesma cor. Essa cor pode ser escolhida de trés ma-
neiras diferentes; ap6s esta escolha, a cor da bolinha 2 pode ser escolhida de duas maneiras diferentes,

(£)—(3) ~bem como a da boinha 4. O nimero de maneiras de pintar a figura 2 nesse Gaso 6 3x2x2 =12
Y 2° caso: as bolinhas 1 e 3 s& pintadas de cores diferentes. Nesse caso, a cor da bolinha 1 pode.
ser escolnida de trés maneiras diferentes e apos isso, restam duas possibilidades para a cor da bolinha 3. Para as
bolinhas 2 e 4 ha apenas uma possbilidade, que & a cor que néo foi usada nas bolinhas 1 € 3. Logo o numero de

maneiras de pintar a figura 2 nesse caso & 3x2x1=

No total, a figura 2 pode ser pintada de 12+6 = 18 maneiras diferentes

©) As bolinhas de 1 a 4 formam a figura do tem anterior e portanto, para pinté-las, Ana
tem 18 possibilidades. Para pintar a bolinha 5, ele tem duas cores disponiveis, pois a ©) ©)
bolinha 4 4 esta pintada. Logo temos 18x2 =36 possibilidades para pinar as bolinhas
de 13 5. Dividimos agora nossa contagem em dois casos:
19 caso: as bolinhas 3 e 6 20 pintadas da mesma cor. Nesse caso, temos uma
Gnica escolha para a cor da bolinha 6 (pois a bolinha 3 ja foi pintada) e duas paraa (H)——(D)——(3)
bolinha 7, ou seja, temos 1x2=2 possibiidades.
2% caso as bolinhas 3 6 6 sdo pintadas de cores diferentes. Nesse caso tam-
bém temos uma nica escolha para a cor da bolinha 6 (dierente das cores das bolinhas
3e4) e sobra apenas uma cor para a bolinha 7. Aqui temos apenas uma possibiidade: O—0
No total, h4 36 2-+ 361~ 108 maneiras diferentes de pintar a figura 3,
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QUESTAO 2 Lembramos que a drea de um triangulo é dada pela formula
basexattura
B
figura ao lado, segue que a drea do triangulo sombreado & metade da drea do
retangulo, pois ambos tém a mesma base e a mesma altura. Logo a soma das
areas dos dois triangulos brancos também é metade da drea do retangulo, ou

seja, igual a drea do triangulo sombreado.

e adrea do retangulo por basexaltura. Na situagao geral da

() Pelo isto acima, temos 4rea(AMD) = drea(ABM) + &ea(MDC) = 16.+ 8-+ 27+ 9.= 60 cn’.

(b) Como drea(AMD) = &rea(BNC) , temos S 7
4rea(AQN) + drea(NDP) = drea(AMD) - drea(MNPQ) = drea(BNC)~ | 1 /
= 4rea(BQM) + drea(MPC) = 8.+ 27 = 35cm®

(©) Temos
4rea(MQNP) = drea(BNC) - drea(BQM) - drea(MPC) = 60~ 8- 27 = 25 cm”

Observagso: As dreas dos triangulos nesse problema no foram escolhidas
20 acaso. Fica como exercicio mostrar que & possivel construir a figura a0
lado, onde a, b, ¢ e d representam as areas dos tridngulos correspondentes,





image28.png
Solugao alternativa para os itens (b) e (c): Podemos resolver primeiro o item (c), como segue.
Como area(AMD) = drea(BNC) = 60cm , temos area(MNPQ) = drea(BNC) —27 -8 = 25 em’,
obtendo entao para o tem (b)

area(AQN) + rea(NDP) = drea(AMD) - érea(MNPQ) = 60~ 25 = 35 cm’
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b) 1% solugéo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de trés bolinhas marcadas pelo
trigngulo pontihado, & esquerda. Para que ele fique bem
preenchido com quaisquer rés numeros positivos distintos, o
maior nmero deve ficar no topo e os outros dois poderdo ser
colocados nos dois circulos de baixo de 2 maneiras diferentes. Por
exemplo, se os numeros forem 3, 6 8, podemos dispé-los das 2
‘ maneiras ilustradas 2 direita.
Para que o diagrama completo do problema fique bem preenchido com os nimeros de 1a 5, 0 5 deve ficar no
topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer nimero de 1 a 4. As trés casas restantes,
marcadas com o tridngulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderéo entso ser preenchidas de
2 maneiras, com os trés numeros restantes. Resumindo, podemos preencher o diagrama do seguinte modo:
= preenchemos o circulo do topo com o 5: 1 possibilidade;
= preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3 ou 4 : 4 possibilidades;
« preenchemos as trés casas que faltam com o trés algarismos restantes: 2 possibilidades.
Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x4x2=8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio se
aplica para quaisquer cinco niimeros positivos distintos. Isto serd importante na resolugéo do préximo item.

2° soluggo: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve entso ocupar uma das
duas bolinhas abaixo do 5, e entdo

«se 0.4 ocupar a bolinha sombreada, o 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5, € 0 1 € 0 2 podem ser

colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas possibilidades
neste caso;

+ se 0.4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
nimeros de 1 a 3, e 0s outros dois numeros podem ser colocados nas duas Gltimas bolinhas vazias;
neste caso temos 3x2=6 possibilidades.

Deste modo, o nuimero de maneiras de preencher o diagrama ¢ 2+6 =8
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©) 12 solugéo: Para que o diagrama fique bem preenchido com os nimeros de 1a 7,
temos que colocar 0 7 no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer
numero de 1 6. A parte circundada pela linha pontiihada foi analisada no item (b) e
pode ser preenchida com 0s 5 nimeros restantes de 8 formas diferentes. Ou seja,
podemos preencher o diagrama como segue:

= preenchemos o circulo do topo com o 7: 1 possbilidade;

« preenchemos a casa sombreada com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6: 6 possibilidades:

« preenchemos a parte circundada com os algarismos restantes: 8 possibilidades.
Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x6x8 = 48 maneiras diferentes.

2° soluggo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entso ocupar uma das
duas bolinhas abaixo do 7, € entdo

« se 06 ocupar a bolinha sombreada, os numeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com a
linha pontilhada. De acordo com o item (b), isto pode ser feito de 8 maneiras distintas.

« se 06 deve ocupar a outra bolinha abaixo o 7, podemos colocar qualquer numero de 1a 5 na casa
sombreada e distribuir 0s numeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, o que pode ser feito
de 8 maneiras diferentes, de acordo com o item (b). Aqui temos 5x8=40 possiblidades.

rama pode ser preenchido de 8+ 40 = 48 maneiras diferentes.
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QUESTAO 3 (a) Os divisores de 57 s@o 1, 3, 19, e 57, donde seus afihados s30 1,3, 9 7.
(b) O exemplo mais simples & 49, cujos afilhados s30 1, 7 9.

(¢) Se um niimero tem um divisor terminado em 0 entao este numero & miltplo de 10. Logo ele &
miiiplo de 2 e de 5, € portanto 2 5 530 seus afilhados.

(d) Seja N um nimero que tem 0 e 9 como afilhados. Pelo item anterior, 2 & afiihado de N, logo N
& par. Como 9 ¢ afiihado de N, algum numero impar terminado em 9 ¢ divisor e N. Portanto, N &
divisivel pelo produto de 2 por esse nimero, ou seja, N é divisivel por um nimero terminado em
8. Logo, 8 ¢ afilhado de N.
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N2Q2 - Solucdo
O quadrado original tem 4rea de 16 cm? vamos dividilo em 16
quadradinhos de area 1 para proceder a solugdo.

a) 1% solugao: A primeira dobra deixa como parte
no pintada uma regido equivalente a 12 quadradinhos unitarios.
Portanto, a 4rea da regiao no pintada da figura | & 12 cm?.

2 solugo: O triangulo cinzento da figura tem drea igual a

FNTRE I

da drea do quadrado. A drea da regido néo pintada é entéo 1-

®in

da drea do quadrado, ou seja, %xm:m om?.

b) A segunda dobra deixa como partes ndo pintadas dois retangulos
iguais, cada um deles composto por dois quadradinhos unitarios. Portanto,
a drea da regio nao pintada na figura Il é 2+2=dcm?.

©) As duas dltimas dobras horizontais deixam em branco apenas
dois quadradinhos unitarios. Portanto, a drea da regido nao
pintada na figura lll  igual a 1+ 1 = 2 cm?.





