Programa de Formagé&o dos Professores Habilitadosdes Alunos de Licenciatura
OBMEP na Escola e PIC 2016
Grupo N3 — Ciclo 6

Ciclo 6

12 semana: quarto encontro de formacdo entre profesres, alunos de
licenciatura e coordenador

- Assuntos a serem abordados:

Aritmética : Aplicagbes de congruéncias, Aritmética Modular
Contagem Combinacdes completas
Geometria: Construgdes geométricas de expressodes algébricas

- Material a ser estudado pelo professor:

Os textos e videoaulas que o coordenador deve abooch os professores e que eles
deverdo estudar para se preparem para as aulasecsmlunos séo:

Aritmética:
- Texto:

1. SeclOes 4.5 e 4.6 da Apostila 1 da OBMEP, “Iniciag@aitmética”, A. Hefez.
http://www.obmep.org.br/docs/apostilal.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:

1) Tépicos Adicionais:

Modulo: “Aritmética dos Restos”

http://matematica.obmep.org.br/index.php/moduld&/uerdulo=63

» Videoaulas: “Tabelas de multiplicagdo da Aritméfidadular”, “Existéncia de

inverso modh”, “Unicidade da classe inversa”, “Pod8000 ser escrito como a
soma de dois cubos perfeitos?”, “Problemas com @é@mgias 1", “Problemas
com Congruéncias 27, “Problemas com Congruénciae 3Problemas com
Congruéncias 4”.

Contagem

- Texto:

1. Capitulos 4 da Apostila 2 do PIC da OBMEP “Métodiess Contagem e
Probabilidade”, Paulo Cezar Pinto Carvalho, s6emglo 5, paginas 35 e 36.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila2.pdf

2. Material Teo6rico do Portal da Matematica “MdduloMétodos Sofisticados de
Contagem — Combinacdes completas”, Angelo Papa Neto
http://matematica.obmep.org.br/uploads/materiaticetc7ulccajve8sc.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:
2° Ano do Ensino Médio:




Mddulo: “Métodos Sofisticados de Contagem”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&werdulo=16
» Videoaulas: “Combinacdo Completa”, “Exercicios soBombinacdo Completa
— Parte 17, “Exercicios sobre Combinacdo CompletBarte 2", “Exercicios
sobre Combinacdo Completa — Parte 37, “Exerciciobres Combinacdo
Completa — Parte 47, “Exercicios sobre Combinacamfleta — Parte 5”.

Geometria:

- Texto:
1. Capitulo 3 da Apostila 8 do PIC da OBMEP “Uma Idtrgdo as Construcdes
Geomeétricas”, Eduardo Wagner.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila8.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:
1) Tépicos Adicionais:
Mddulo: “Constru¢cdes geométricas com régua e cosgias
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&asrdulo=67
* Videoaulas:
» Aula 12- Quadrado inscrito em um triangulo
» Aula 13 - Segmento medindo raiz de n
» Aula 16 - Construcdes impossiveis com régua e cesmpa

e 23 semana: encontro entre professores e alunos

- Assuntos a serem abordaddsitmética — Aplicacbes de congruéncias, Aritmética
Modular.

- Texto a ser estudado com os alunos: o professeerd explicar aos alunos os
conteudos das secfes 4.5 e 4.6 da Apostila 1 daEPBMniciacdo a Aritmética”, A.
Hefez.

http://www.obmep.org.br/docs/apostilal.pdf

- Exercicios a serem discutidos com os alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8
problemas com os alunos. Esses problemas devemr@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionadosvip “[Circulos Matematicos: A
Experiéncia Russa”, D. Fomin, S. Genkin, I. Iteighela Apostila 1 do PIC da OBMEP,
“Iniciacéo a Aritmética”, A. Hefez; etc. Sugerimas seguintes trés problemas:

I.  Mostre que a equacad + 21y? + 5 = 0 ndo tem solucgdes inteiras paray.
Solucdo: Suponha, por contradicdo, que exisigme y, inteiros tais que

x5 +21y2+5=0. Entdo, x§ + 21y +5=0=0(mod7) e, logo, como
21 =0 (mod7) e5= -2 (mod 7), tem-sexj = 2 (mod 7). Por outro ladox,
é congruo &, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6, mdédulo7, e, logo,xs = 0% = 0 (mod 7) ou
x3=13>=1(mod7) oux3=23=8=1(mod7) ouxi =33=32-3=9-
3=2-3=6(mod7) ouxi=43=42.-4=16-4=2-4=8=1(mod7)
ouxg =53=52-5=25-5=4-5=20=6(mod7) ouxi =63 =6%-6=
36-6=1-6=6(mod7), ou sejaxs € congruo @, 1 ou6, modulo7, o que
contradizx§ = 2 (mod 7).



II.  a) Mostre que todo quadrado perfeito € céngr@plaou4, modulo8.

b) Mostre que ndo ha nenhum quadrado perfeito gaéseia:2, 22, 222,
2222,22222, ...

c) Mostre que ndao ha nenhum quadrado perfeito gaéseia:3, 11, 19, ...,
3+ 8n, ...

Solucéo:

a) Para resolver esse item, proceda de maneira anatogaoblema anterior
guando foi mostrado que todo cubo perfeito é cangr®, 1 ou 6, mddulo
7.

b) Tem-se 2=2(mod8), 22=6(mod8), 222=200+22=0+6=
6 (mod 8), 2222 =2-1000+222=2-0+6=6(mod8), 22222 =
20-1000+222=20-04+ 6 = 6 (mod 8),..., 222222 =200-1000 +
2222 = 200-0+ 6 = 6 (mod 8), e assim por diante. Assim, 0os niumeros da
sequéncia sdo céngruog au 6, médulo8, e, logo, pelo item a, ndo podem
ser quadrados perfeitos.

c) Como 3+ 8n = 3 (mod 8), para todo inteiro ndo negativo, entdo 0s
nameros da sequéncia sao congrudsmaodulo8, e, logo, pelo item a, ndo
podem ser quadrados perfeitos.

lll.  Prove que, entr&2 inteiros quaisquer, existem dois cujos quadraéos ¢
mesmo resto na divisdo pbdo0.
Solugdo: Todo numero inteiro € congruo, modild), a exatamente um dos
inteiros0, 1, 2,...,99. Assim, cada um dds2 inteiros dados € congruo, modulo
100, a exatamente um dos elementos de exatamente i1 dmnjuntos{0},
{50}, {1,993}, {2,98}, ..., {49,51}. Pelo Principio da Casa de Pombss (ido
conhecer esse Principio, pesquise sobre ele; € &iemples), entre 0s52
inteiros dados, existem dois deley (x # y), tais que:

e x=0=y(mod100) ou

* x =50 =y (mod100) ou

e para algumi, comi=1,2,...,49, tem-sex = i (mod 100) ou x = 100 —
i = —i (mod 100), ey =i (mod 100) ouy = 100 — i = —i (mod 100).

Em qualquer um dos casos acima, temses y2 (mod 100) e, logo,x? e y?
tém o mesmo resto na divisdo doo.

* 32 semana: encontro entre Professores e alunos

- Assuntos a serem abordad@sntagem— Combinagdes completas.

- Texto a ser estudado com 0s alunos: o profess@rd explicar aos alunos o contetdo
do Material Teorico do Portal da Matematica “Module Métodos Sofisticados de
Contagem — Combinacdes completas”, Angelo Papa Neto
http://matematica.obmep.org.br/uploads/materiati¢efc 7ulccajve8sc.pdf

O professor pode ler de forma reduzida o topicoeremplo 5, do capitulo 4, da
Apostila 2 do PIC da OBMEP “Métodos de Contagenrab&bilidade”, Paulo Cezar
Pinto Carvalhohttp://www.obmep.org.br/docs/apostila2.pdf




- Exercicios a serem discutidos com 0s alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8
problemas com os alunos. Esses problemas devenmre@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionadospitoload (exercicios 15, 16, 17) da
Apostila do PIC da OBMEP “Métodos de Contagem eb&bdidade”, Paulo Cezar
Pinto Carvalho; do “Modulo de Métodos Sofisticadies Contagem — Combinacdes
completas” de Angelo Papa Neto ou das videoaulaadbulo: “Métodos Sofisticados
de Contagem”Sugerimos 0s seguintes trés problemas:

I.  Quantas séo as solugdes inteiras ndo negativas-de+ z +w = 6.
Solucéo:
Este problema pode ser representado no esquemtdimla Devemos encontrar
o numero de formas de permutar 6 bolas e 3 trdsts.pode ser feito de
CR§ = — =227 g4,

6!-3! 6

II.  Quantas sdo os anagramas da palavra “PIRACICABA’ mfip possuem duas
letras “A” adjacentes?
Solucéo:
Primeiro colocamos as letras “A” de um dnico motio: A A A_"
Agora devemos decidir quantas letras colocaremoscada um dos quatro
espacos. Devemos escollerx,, x3, x4, (x; = n° de letras que colocaremos no i-
€ésimo espago) inteiros ndo negativos tais gue x, + x3 +x, =7, com
x, =1 ex; =1 (para nao ter duas letras “A” adjacentes). Fazende y, + 1
e x3 =y;+1 obtemos a equacée, +y,+1+y;+1+x, =7, ou seja
X1+ Yy, +y3+x4, =05, onde xq,y,,¥3,x, SA0 inteiros ndo negativos. Este
problema pode ser representado no esquema bota-Deayemos encontrar o
nimero de formas de permutar 5 bolas e 3 tragusptsle ser feito déR; =
8! 8:7:6 ~
TEa T e T 56. Cada uma dessas solucdes corresponde a umawagég de
namero de letras entre as letras “A”. Agora deverpesmutar as letras

“P,LR,C,I,C,B” nos espacos, o que pode ser feito 4~ =1260.

25-21-1-11-1!
Portanto, o nUmero de anagramas procurdt®-d260 = 70 560.

ll. De quantos modos podem ser pintados 9 objetos sigusando 3 cores
diferentes?
Solucéo:
Chamemos as cores pelos numeros 1, 2, 3.x5ejaumero de objetos pintados
usando a coi. Dessa forma devemos achar o numero de solu¢dequigéo
x1 + x, + x3 = 9. Novamente podemos representar este problemagoerea

bola-trago. Devemos encontrar o numero de formapedmutar 9 bolas e 2

tracos. Isto pode ser feito d&3 = 91'—12'| = % = 55.

* 43 semana: encontro entre Professores e alunos

- Assuntos a serem abordad@eometria — Construgcdes geomeétricas de expressdes
algébricas.

- Texto a ser estudado com o0s alunos: o profesewerd explicar aos alunos o0s
conteudos do capitulo 3 da Apostila 8 do PIC da @BM“Uma Introducdo as
Construcdes Geométricas”, Eduardo Wagner.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila8.pdf




- Exercicios a serem discutidos com 0s alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8

problemas com os alunos. Esses problemas devenmr@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionadosaiily®B do PIC da OBMEP, “Uma
Introducdo as Construgdes Geométricas”, Eduardaondfa@ugerimos 0s seguintes trés
problemas:

Dado o segmentae 0 segmento unitario =1, construax = 4a.

Solucéo:

Sey=+a, entdox = Ya= \/ﬁ = \/V . Assim,x é a média geométrica ge u,
sendo quey € a média geométrica @dee u, ondeu € um segmento unitario
fixado. Assim, construimos sobre uma reta os segpeeAH =u e HB=a,
com H entreA e B. Tragando a mediatriz d&B encontramos 0 seu ponto
meédio O e tracamos uma semicircunferéncia de ce6tre diametroAB. A
perpendicular 8AB passando pdil determina o pont@ na semicircunferéncia.
ComoC é um ponto da semicircunferénciaA® é diametro da mesma, entao o
triangulo ABC € retangulo com angulo reto enC e, portanto,

CH?=AH[HB=1[A=a e, logo, CH =Ja= y. Sobre a reta contendbe H

construimos o segment@D =u, comC entreD e H. Tracando a mediatriz de
DH encontramos o seu ponto medio e tragamos uma semicircunferéncia de

centroO' e didmetroDH . A perpendicular &H passando pdC determina o

ponto E na semicircunferéncia. Cont® é um ponto da semicircunferéncia e
DH é diametro da mesma, entéo o triangd@H é retangulo com angulo reto

emE e, portanto £C?> =CD[CH =10/ =y e, logo,EC=./y =x.

Considere um segmento de réd8 e um pontdC interior (mais proximo d&

do que deA). Dizemos que AC é o segmento aureade AB quando
CB/AC= AC/AB.

a) Desenhe um segmento de réfa qualquer e construa o seu segmento aureo.
b) Qual é o valor da razadaC/ AB?

Solucéo:

a) Desenhamos um segmento de = a qualquer. Se o segmento aureo de
AB é AC=x, entdo (a—x)/x=x/a, isto é x*+ax-a>=0 e, portanto,

x:(—a+\/a2+4a2 )/2:\/a2+(a,/2)2—a/2. Tracando a mediatriz de\B,

obtemos o ponto médidl de AB. Tracamos a perpendicular AB passando
por B e, nessa perpendicular, marcamos um péntal que BC=BM =a/2.
Como o triangulo ABC é retangulo com angulo reto e, entdo

AC? = AB* +BC? =a’+(a/2) e, portanto, AC=+/a’+(a/2)*. Marcamos
um ponto D em AC tal que CD=BC=a2. Assim,

AD=AC-CD=,/a’+(a/2)" -a/2=x.
b) AC/AB=x/a= ((—a+\/a2 +4a? )/2) a= (\/3—1) 2.

Dados os segmentos de ratd, c ed (a sua escolha) construa



a’+bc
T

Solucéo:

Sey é tal quey® =bc, ou sejay € a média geométrica dos segmeit@sc, e
r=ya?+y?, entdo x=r2/d, isto é, d/r=r/x, ou seja,x é a terceira
proporcional entre os segmentbsr. Construimos sobre uma reta os segmentos
AH=b e HB=c, com H entre A e B. Tragando a mediatriz deAB
encontramos seu ponto médce tracamos uma semicircunferéncia de cedtro

e diametro AB. A perpendicular a AB passando porH intersecta a
semicircunferéncia no pont Como o trianguloABF é retangulo com angulo

reto emP, entdo HP? = AH [HB =bc=y? e, portanto,HP = y. Tracamos a
perpendicular aHP passando pdP e, sobre essa perpendicular, construimos o
segmentoPQ =a. Como o trianguloHPQ é retangulo com angulo reto ém
entio HQ?>=PQ?*+HP? e, como PQ=a e HP=y, segue que
HQ? =a®+y? =r? e, portanto,HQ =r . Sobre um angulo qualquer de vértice
O' tomemos sobre um dos lad@sA'=d e A'C'=r = HQ e, sobre o outro
lado, O'B'=r = HQ. Tragando poC' uma paralela a retA'B', determinamos

D' na semirretéD' B' . Pelo Teorema de Tale§ A'//O'B' = A'C'/B'D' , isto
é,d/r =r/B'D' e, comod/r =r/x, segue qud' D' = Xx.

O professor devera salientar para o aluno que lng&nde um problema de construgéo
geomeétrica, além de ser descrita cada etapa d#@rwghs, € importante justificar por
que ela é correta.



