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	APOSTILA 2 - CONTAGEM 

	
	Prof.ª: Ketelyn Paravidini




O PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM


Frequentemente estamos interessados em contar o número de maneiras em que determinadas ações podem ser executadas. De quantas maneiras podemos nos vestir? De quantas formas podemos viajar de uma cidade para outra? De quantas formas podemos combinar as opções de comida para montar o cardápio de um jantar? Uma maneira simples de contar é fazer uma lista com todas as possibilidades e contá-las uma a uma. Contudo, isso é pouco eficiente e é muito comum que o número de possibilidades seja tão grande que isso se torna até impossível. Por exemplo, de quantas formas podemos escolher as três letras e os quatro números para montar uma placa de carro? Ou como calcular o número de maneiras de preencher um cartão da Mega-Sena?
Há métodos eficientes de realizarmos esses tipos de contagens, e apresentaremos alguns deles ao longo desta aula. A grande maioria desses métodos baseia-se, direta ou indiretamente, no chamado “Princípio Fundamental da Contagem”. Comecemos com um exemplo ilustrativo desse princípio. 
Digamos que você possui 3 camisas e 2 calças sociais. De quantas maneiras diferentes você pode se vestir (escolhendo exatamente uma das camisas e uma das calças)? 

Veja que você vai executar duas ações: 

(i)  Escolher a camisa; 
(ii)  Escolher a calça. 

1

A ação (i) pode ser executada de 3 maneiras diferentes e, para cada uma dessas maneiras, você poderá executar a ação (ii) de 2 maneiras diferentes. Dessa forma, o número total de maneiras de executar ambas as ações será 3 x 2 = 6. Um método simples para visualizar todas as possíveis sequências de ações ou escolhas tomadas é construindo uma árvore de decisão, como a da Figura 1: no nível zero, também chamado de raiz da árvore, ainda não tomamos qualquer decisão; no primeiro nível indicamos as possíveis escolhas para a camisa e, no segundo nível, indicamos as opções de calça para cada uma das possíveis camisas escolhidas no primeiro nível. O número total de elementos no último nível indica a resposta da pergunta inicial, ou seja, representa o total de maneiras de executar a sequência de ações em questão. Além disso, cada caminho, da raiz até um elemento do último nível corresponde a uma sequência de ações que pode ser executada. Neste exemplo, temos 6 elementos no nível final, o que coincide com a resposta que havíamos dado anteriormente. Observe que, ao desenhar uma árvore de decisão, também estamos listando todas as maneiras de realizar as ações. Mas estamos fazendo isso de uma forma organizada.
[image: ]


No exemplo a seguir, não iremos desenhar a árvore por falta de espaço, mas sugerimos que o leitor a desenhe.

Exemplo 1: Para montar um sanduíche em uma lanchonete, o cliente deve escolher exatamente um tipo pão, um tipo de carne e um tipo de queijo. Sabe-se que existem três opções para o pão (baguete, pão de forma ou pão árabe), duas opções para a carne (hambúrguer ou frango) e três opções para o queijo (mussarela, cheddar ou suíço). Calcule quantos sanduíches diferentes é possível montar?

Solução: Veja que o cliente precisará tomar 3 decisões:

(i) Escolher o tipo de pão; 
(ii) Escolher o tipo de recheio;
(iii) Escolher o tipo de queijo. 

Há 3 possibilidades para a escolha do pão e, para cada uma delas, há 2 possibilidades para a escolha da carne. Além disso, agora, para cada uma dessas 2 x 3 possibilidades para escolha de pão e carne, há ainda 3 possibilidades para a escolha do queijo. Isso totaliza (2 x 3) x 3 = 18 maneiras de montar o sanduíche. 
O Princípio Fundamental da Contagem generaliza os raciocínios acima para situações onde duas ou mais ações ou escolhas precisem ser executadas1.





2



1No que segue, nos referiremos ao passo n de uma sequência de ações como o n−ésimo passo.
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Devido à sua própria formulação, o Princípio Fundamental da Contagem também é, muitas vezes, chamado de Princípio Multiplicativo. 
Veja que, no Exemplo 1, tivemos que realizar 3 ações, portando n = 3. Além disso, tínhamos que m1 = 2, m2 = 3 e m3 = 3, e portanto o número total de maneiras de realizar todas as ações (e montar o sanduíche) é, pelo Princípio Fundamental da Contagem, igual a m1 x m2 x m3 = 2 x 3 x 3 = 18, conforme havíamos calculado anteriormente. Uma dica importante: para realizar uma contagem qualquer, uma estratégia interessante é nos colocarmos na posição da pessoa que está realizando as ações ou escolhas envolvidas. E, no caso em que queremos contar o número de objetos de um certo conjunto, devemos sempre nos perguntar qual a sequência de ações que devemos realizar para construir ou selecionar, de maneira única, cada um dos possíveis objetos do conjunto. Por exemplo, para montar o sanduíche do exemplo anterior, as ações eram: escolher o pão, escolher a carne e escolher o queijo. No exemplo a seguir, já temos uma situação onde é impraticável listar todas as soluções, ou mesmo desenhar toda a árvore de decisão (mas ainda é possível imaginá-la).

Exemplo 2: De quantas formas podemos escolher os símbolos de uma placa de carro, sabendo que ela deve ser composta por 3 letras (escolhidas de um alfabeto com um total de 26 letras) e 4 dígitos (cada um no intervalo de 0 a 9)? 

Solução: Vamos nos colocar na posição de alguém que está montando a placa. Para montá-la é preciso fazer sete ações independentes. As ações consistem em escolher qual será:

(1) A primeira letra,
(2) A segunda letra, 
(3) A terceira letra, 
(4) O primeiro dígito, 
(5) O segundo dígito, 
(6) O terceiro dígito,
(7) O quarto dígito. 

Se m1, m2, . . . , m7 denotam as quantidades de símbolos disponíveis para realizarmos as ações 1, 2, . . . , 7, respectivamente, então temos que m1 = m2 = m3 = 26 e m4 = m5 = m6 = m7 = 10. Dessa forma, pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número total de maneiras de executar todas essas escolhas é igual a m1 x m2 x . . . x m7 = 263 x 104 = 175.760.000.
Observe que, para usar o Princípio Fundamental da Contagem, precisamos organizar as ações ou escolhas que devemos tomar ou fazer de modo que seja possível calcular facilmente o número de maneiras de executar a i-ésima ação (nas notações do exemplo acima, o valor de mi), sem que esse número dependa das escolhas executadas anteriormente. Fizemos isso já no Exemplo 2, quando o número de possíveis escolhas para a segunda letra não dependeu da primeira letra escolhida, e assim sucessivamente. Vejamos outras situações, cada vez mais elaboradas.

Exemplo 3: Quantos são os números naturais de 200 a 999, tais que todos os seus algarismos:

a) pertencem ao conjunto A = {1, 4, 7, 9}? 
b) pertencem ao conjunto A = {1, 4, 7, 9} e são distintos?

Solução: a) Para formar o número de 3 algarismos precisamos tomar apenas 3 decisões:

(i) Qual será seu algarismo da casa das centenas, 
(ii) Qual será seu algarismo da casa das dezenas, 
(iii) Qual será seu algarismo das unidades.

Como devemos montar um número de 200 a 999, seu algarismo das centenas não poderá ser igual a 1; e, como todos os algarismos devem pertencer ao conjunto A, temos apenas três possíveis valores (4, 7 ou 9) para o dígito da centenas. Assim, m1 = 3. Por outro lado, os dígitos das dezenas e das unidades podem ser quaisquer elementos de A, de forma que m2 = m3 = 4. Logo, pelo Princípio Fundamental da Contagem, a quantidade de maneiras de formar um número com as propriedades indicadas é igual a m1 x m2 x m3 = 3 x 4 x 4 = 48.
b) Vejamos, agora, como responder à segunda pergunta. Temos que tomar as mesmas decisões (i), (ii) e (iii) do item anterior, com a restrição adicional de que não podemos escolher um mesmo algarismo duas vezes. A árvore de decisão da Figura 2 indica todas as possíveis escolhas para cada algarismo; a partir dela, podemos facilmente observar que existem 18 possíveis valores para o número pedido (um valor correspondendo a cada caminho, da raiz ao nível final). Mas, gostaríamos de resolver esse problema diretamente, usando o Princípio Fundamental da Contagem. Para tanto, veja que, como antes, temos m1 = 3 possíveis escolhas para o algarismo das centenas. Entretanto, ao escolhermos o algarismos das dezenas, temos que tomar o cuidado para que esse algarismo seja diferente do algarismo das centenas, agora já escolhido. Sendo assim, dos 4 possíveis elementos de A, apenas 3 deles podem ser usados (temos que descontar aquele elemento que já foi escolhido como algarismo das centenas!). Portanto, m2 = 3. Prosseguindo com esse raciocínio, vemos que existem 2 possibilidades para o algarismo das unidades, pois este deve pertencer a A e deve ser diferente dos outros dois algarismos já escolhidos. Logo, m3 = 2. Concluímos, então, que a quantidade de números que podemos formar é 3 x 3 x 2 = 18.
Observe na Figura 2 que, após escolhermos o algarismo das centenas (4, 7 ou 9), os 3 possíveis algarismos que ainda podem ser usados na casa das dezenas mudam, de acordo com o algarismo escolhido para as centenas (e cuja escolha não pode ser repetida). Não há qualquer problema com isso, mas é muito importante que, em cada caso, a quantidade de escolhas permanece a mesma. Ou seja, o valor de m2 é igual a 3, independentemente de qual número seja escolhido para as centenas. Do mesmo modo, o número de possíveis escolhas para o algarismo das unidades é sempre 2. Por isso, m3 = 2. É essa  constância do número de possibilidades que nos permite utilizar o Princípio Multiplicativo.
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Tente não adiar dificuldades!


O título dessa seção é talvez o melhor conselho que você pode receber ao tentar resolver um problema de contagem. Mas o que queremos dizer com isso, exatamente? Como vimos na seção anterior, ao realizar uma contagem nós devemos listar uma sequência de ações ou escolhas que determinam os objetos a serem contados. Nosso conselho é: sempre que possível, realize primeiro as ações mais difíceis, ou seja, aquelas que estão sujeitas a um maior número de restrições. Ao realizar uma contagem, pequenas dificuldades podem rapidamente se tornar grandes problemas. 
Isso é exatamente o que vínhamos fazendo ao longo da última seção, mas não havíamos ainda chamado explicitamente a atenção do leitor. Considere, por exemplo, novamente o problema do Exemplo 3, item (b). Em nossa solução, decidimos escolher primeiro o algarismo das centenas, em seguida o das dezenas e por fim o das unidades. O motivo pelo qual fizemos isso não foi simplesmente pelo fato desta ser a ordem natural de se escrever um número. O motivo foi porque, em nosso problema, a escolha do algarismo das centenas era a mais restrita: lembre-se de que, além de ser diferente dos demais, ele não podia ser igual a 1. 
Como um rápido exercício, vejamos o que teria acontecido se tivéssemos tentado construir nosso número escolhendo primeiro o dígito das unidades, seguido pelo das dezenas e, depois, o das centenas. Executando as ações nessa ordem, a única restrição sobre o dígito das unidades é que ele deve pertencer ao conjunto A = {1, 4, 7, 9}. Logo, há quatro possíveis escolhas para ele, ou seja, m1 = 4. Feito isso, há três possibilidades para o algarismo das dezenas (pois ele deve pertencer a A e deve ser diferente do algarismo das unidades). Logo, m2 = 3. Mas quantas possíveis escolhas temos, agora, para o algarismo das centenas? A resposta é: depende! Tal algarismo deve ser diferente de 1 e diferente dos dois algarismos já escolhidos. Sendo assim, caso o algarismo 1 já tenha sido usado, temos dois possíveis valores sobrando para o algarismo das centenas; por outro lado, caso o 1 não tenha sido escolhido, temos apenas um possível valor (pois o algarismo das centenas deve ser diferente de 1, diferente do algarismo escolhido para as unidades e diferente do escolhido para as dezenas). Dessa forma, não é possível definir um valor para m3 e, portanto, não podemos usar o Princípio Multiplicativo. Ainda assim, podemos terminar de resolver o problema analisando o que acontece caso a caso com uma árvore de decisão, como na Figura 3. Pela árvore, vemos que existem 18 possíveis números, mas essa solução é bem mais difícil que a original. Em situações mais complicadas, talvez sequer seja possível terminar de realizar a contagem se escolhermos de maneira errada por onde começar.
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Dividindo em casos


Ao realizar uma contagem, muitas vezes ocorre de não ser possível aplicar diretamente o Princípio Multiplicativo. Isso acontece quando nossa árvore de decisão é assimétrica, ou seja, quando a quantidade de escolhas para um certa ação muda de acordo com as ações tomadas anteriormente (como na Figura 3). Em uma situação como essa, um ótima ideia é tentar dividir o problema em vários casos. Vejamos um exemplo. 

Exemplo 5: Digamos que você deseja comprar um computador, mas está em dúvida sobre qual marca, modelo e cor irá escolher. Há apenas duas marcas, que chamaremos de Marca A e Marca B, pelas quais você se interessa. A Marca A tem à disposição três modelos e cada um desses pode ser comprado em quatro possíveis cores. Já a Marca B oferece dois modelos, tais que, para cada um, há duas possíveis escolhas de cor. De quantas maneiras diferentes você pode realizar a compra?

 Solução: Veja que temos que tomar três decisões: 

(i) A marca, 
(ii) O modelo, 
(iii) A cor.

Contudo, diferentemente dos exemplos das seções anteriores, não é verdade que, para cada possível marca, o número de modelos e cores disponíveis será o mesmo. Aqui, o que podemos observar é que o problema se divide naturalmente em dois casos: 

(i)  Ou compraremos um computador da Marca A; 
(ii) Ou compraremos um computador da Marca B.

Se decidirmos comprar um computador da Marca A, teremos, pelo Princípio Fundamental Contagem, 3 x 4 = 12 possíveis escolhas para o modelo e a cor. Já se comprarmos um computador da Marca B, teremos, de forma semelhante, 2 x 2 = 4 possíveis escolhas para o modelo e a cor. Note que as ações “comprar da Marca A” ou “comprar da Marca B” não irão ser executadas de forma sequencial. Na verdade, elas são ações excludentes (i.e., a opção por uma delas exclui a outra), de forma que iremos executar exatamente uma delas: ou iremos comprar uma das 12 opções oferecidas pela Marca A ou uma das 4 oferecidas pela Marca B. Sendo esse o caso, fica claro que devemos somar os valores 12 e 4. O resultado é que existem 16 maneiras de realizar a compra. 
Podemos resumir a técnica adotada na solução do exemplo anterior, conhecida como o Princípio Aditivo, da seguinte maneira.
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Veja que há dois pontos bastante importantes ao particionar um problema em casos: 

1. Toda solução possível deve ser coberta por (i.e., deve enquadrar-se em) algum dos casos. (Ou seja, você deve certificar-se de que, com a divisão em casos que escolheu, você contou todas as possíveis soluções.) 
2. Não pode haver nenhuma solução que seja coberta por (i.e., se enquadre em) mais de um dos casos. (Ou seja, a divisão em casos que você escolheu não pode contabilizar uma solução mais de uma vez.) 
	
Em termos de conjuntos, o Princípio Aditivo pode ser enunciado como segue, onde escrevemos |X| para denotar o número de elementos do conjunto (finito) X.
Proposição 6: Se A e B são conjuntos finitos, sem elementos comuns, então |A ∪ B| = |A| + |B|. 
Uma habilidade importante para resolver problemas de contagem é perceber quando devemos usar o Princípio Aditivo, quando usar o Princípio Multiplicativo e, em especial, como e quando podemos combinar ambos em uma solução (como fizemos no exemplo acima). 


Contando pelo complementar


Nesta seção exploramos brevemente o seguinte fato curioso e bastante útil: muitas vezes, é mais fácil contar o número de maneiras que certa situação tem de não acontecer do que o número de maneiras que ela tem de acontecer. Ou, de forma semelhante, no lugar de contar diretamente o número de objetos de um certo tipo, podemos tentar contar primeiro o número de objetos que não são desse tipo e, em seguida, subtrair este valor do total de objetos (que muitas vezes é fácil de calcular); ao proceder assim, ainda obteremos como resultado o número de objetos do tipo que queríamos contar. Vejamos um exemplo dessa situação. 

Exemplo 7: No que segue, chamamos de palavra qualquer sequência finita de letras, formadas usando nosso alfabeto de 26 letras. Assim, para ser considerada uma palavra, a sequência finita de letras não precisa fazer sentido, ou seja, não precisa ser encontrada num dicionário de Português. Por exemplo, “CASA”, “PERIPONGUE”, “TITANTNN” são palavras. Calcule o número de palavras com cinco letras, que possuem (pelo menos) duas letras consecutivas iguais.

Solução: Se tentarmos contar diretamente quantas palavras desse tipo existem, não é difícil perceber que o problema precisará ser dividido em muitos casos. Por exemplo, podemos considerar primeiro as palavras em que todas as letras são iguais, em seguida aquelas em que exatamente quatro letras consecutivas são iguais mas a quinta letra é diferente, e assim por diante. Essa análise seria extensa e tediosa. 
Como podemos, então, realizar a contagem? Ora, é bem mais simples contar o número de palavras com cinco letras que não possuem a propriedade desejada, ou seja, o número de palavras de cinco letras nas quais quaisquer duas letras consecutivas são distintas. De fato, escolhendo as letras uma a uma, temos que: há 26 possibilidades para a primeira letra e 25 possibilidades para cada uma das demais quatro letras (uma vez que cada uma precisa ser diferente apenas da letra anterior a ela). Sendo assim, há um total de 26 x 254 palavras de cinco letras que são ruins (por não satisfazerem a propriedade originalmente pedida). Por outro lado, o total de palavras com cinco letras (onde não impomos qualquer tipo de restrição) é, pelo Princípio Fundamental da Contagem, igual a 265 (pois há 26 possíveis escolhas para cada uma das cinco letras). Para terminar, basta ver que, se retirarmos do total de palavras com cinco letras as palavras que são ruins, o que sobrará serão as palavras que queremos contar. Assim, o número de palavras que possuem a propriedade pedida no enunciado é igual a 265 − 26 x 254 = 1.725.126


EXERCÍCIOS


1. Em uma sala de aula há uma turma de dez alunos. Precisa-se escolher uma comissão de três alunos para representar esta turma, sendo a comissão composta por: um porta-voz, um diretor de artes e um assessor técnico. Nenhum aluno pode acumular cargos. 

a) De quantas maneiras esta comissão pode ser formada? 
b) Quantas comissões diferentes podem ser formadas com os alunos Leandro, Renato e Marcelo?
c) Considere agora comissões sem cargos específicos. Use os itens a) e b) anteriores para descobrir quantas comissões sem cargos específicos podem ser formadas.

2. Um jogo comum de dominó é composto por 28 peças. Cada peça é formada por dois números inteiros que variam de 0 a 6, inclusive. Todas as possibilidades de combinações possíveis (a,b), com a ≤ b, são listadas exatamente uma vez. Note que a peça (4, 2) é listada como a peça (2, 4), pois 2 ≤ 4. Excluindo a peça (0, 0), para cada uma das outras 27 peças (a,b), com a ≤ b, escrevemos num quadro a fração  . 

a) Quantos valores distintos estão escritos nas formas de frações no quadro? (Veja que as frações  e  têm o mesmo valor e devem ser contadas apenas uma vez.) 
b) Qual a soma dos valores distintos encontrados no item anterior?

3. Uma bandeira com a forma abaixo vai ser pintada utilizando duas das cores dadas.
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a) Liste todas as possíveis bandeiras. Quantas são elas?
b) Quantas são as possíveis bandeiras no caso em que 4 cores estão disponíveis?

4. Para pintar a bandeira abaixo, há 4 cores disponíveis. De quantos modos ela pode ser pintada de modo que faixas adjacentes tenham cores distintas?
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5. Quantos são os números de três algarismos distintos?

6. O código Morse usa duas letras, ponto e traço, e as palavras têm de 1 a 4 letras. Quantas são as palavras do código Morse?

7. Quantos são os números pares de três algarismos distintos?

8. De quantos modos diferentes 6 pessoas podem ser colocadas em fila?

9. Um restaurante possui um cardápio que apresenta escolhas de saladas (salada verde, salada russa ou salpicão), sopas (caldo verde, canja ou de legumes) e pratos principais (bife com fritas, peixe com puré, frango com legumes ou lasanha). 

a) De quantos modos se pode escolher um prato deste cardápio? 
b) De quantos modos se pode escolher uma refeição completa, formada por uma salada, uma sopa e um prato principal?
10. Cada dígito de uma calculadora é mostrado no visor acendendo filamentos dispostos como mostra a figura a seguir. Quantos símbolos diferentes podem ser representados? (Não inclua o caso em que nenhum filamento é aceso.)
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11. Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos colorir os quatro quadrantes de um círculo, cada quadrante com uma só cor, se quadrantes cuja fronteira é uma linha não podem receber a mesma cor?

12. Quantos são os gabaritos possíveis de um teste de 10 questões de múltipla escolha, com 5 alternativas por questão? Em quantos destes gabaritos a letra A aparece exatamente uma vez? Em quantos a letra A não aparece?

13. De quantos modos 5 homens e 5 mulheres podem se sentar em 5 bancos de 2 lugares, se em cada banco deve haver um homem e uma mulher?

14. De quantos modos podemos formar uma palavra de 5 letras de um alfabeto de 26 letras, se a letra A deve figurar na palavra mas não pode ser a primeira letra da palavra? E se a palavra devesse ter letras distintas?

15. Em uma banca há 5 exemplares iguais da Veja, 6 exemplares iguais da Época e 4 exemplares iguais da Isto É. Quantas coleções não vazias de revistas dessa banca podem ser formadas?

16. Um construtor dispõe de quatro cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar cinco casas dispostas lado a lado. Ele deseja que cada casa seja pintada com apenas uma cor e que duas casas consecutivas não possuam a mesma cor. Por exemplo, duas possibilidades diferentes de pinturas estão indicadas abaixo:
Primeira: verde, amarelo, bege, verde, cinza; 
Segunda: verde, cinza, verde, bege, cinza. 
Quantas são as possibilidades?

17. Um automóvel comporta dois passageiros nos bancos da frente e três no banco traseiro. Qualquer uma das 7 pessoas, dentre elas Pedro que tem 5 anos de idade e portanto não pode sentar na parte da frente do carro, pode ser escolhida para entrar no automóvel. Calcule o número de maneiras distintas de lotar este automóvel.

18. Considere três cidades A, B e C, de forma tal que existem três estradas ligando A à B e dois caminhos ligando B à C. 
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a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B? 
b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar para A novamente, passando por B? 
c) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e depois voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?

19. Em um computador digital, um bit é um dos algarismos 0 ou 1 e uma palavra é uma sucessão de bits. Por exemplo, todas as possíveis palavras de dois bits são: 00, 01, 10, 11. Qual é o número de palavras distintas de 32 bits?


image2.jpg
pIC




image3.png
" se considera duns
cauisa vestir” e (i) “qual calga vestis™
(aps escolher a camisa). 0l el v




image4.png
5o doscjamos cxecutar uma sequencia de 1
agbes, onde a primeira agio pode ser exect-
tada de m; manciras, a segunda de m; ma-
neiras ¢ assim sucessivamente, até que a n-
ésima agio pode ser executada de m, manci-
ras, entio o niimero total de manciras de exe-
cutar essa sequéncia de agdes ¢ igual a0 pro-
duto mymy ..y





image5.png
/v<

4

9 —
\1<

—
7/ -

9
4

~

A

@

Figura 2: U drvore de decisio com trés
marcado da csquerda para a dirita indica
escollas para o nimero do item (b) do Exemplo 3. Nesse cami-
o, tomamos o nimero 4 como algarismo da casa das centenas,
09 para a casa das dezenas ¢ o 1 para s unidades, de forma
que montamos o uimero 491
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Figura 3: Outra drvore de decisio que resolve a pergunta do
Exemplo 3, item (b). Agora, escolhemos primeiro o digito das
unidades, seguido do digito das dezenas e, por fim, do das conto-
nas. Dessa forma, o caminho mareado corresponde a0 nimero
491, Veja que essa escolha torna a drvore menos regular.
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