Permutacoes com elementos repetidos

Lembre-se de que permutar um grupo de elementos consiste em coloca-los
em uma determinada ordem. E lembre-se de que, quando n é um inteiro nao
negativo, a quantidade de permutagoes de um grupo de n objetos distintos é
igual a P, = n!. De outra forma, a quantidade de maneiras de ordenar um
conjunto com n elementos é igual a P, = n!. Nessa aula, desejamos contar a
quantidade de permutagoes de uma lista de objetos, onde alguns desses obje-
tos podem aparecer repetidos, isto é, podem estar listados mais de uma vez.
Em uma permutagao com objetos repetidos, cada objeto deve aparecer na per-
mutagao exatamente a mesma quantidade de vezes que aparece na lista original.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 1. Maria tem trés restaurantes favoritos. Um deles é uma ham-
burgueria, outro é um restaurante italiano e o terceiro é um restaurante japoneés.
Ela acabou de conseguir um novo emprego e, para comemorar, pretende jantar
em um desses restaurantes durante os préximos quatro dias. Como o restau-
rante japonés é o seu favorito, ela decidiu que ird exatamente duas vezes a ele e
uma vez a cada um dos demais. De quantas formas ela pode escolher a ordem
em que ird jantar nesses restaurantes?

Solucao 1. Vamos usar as letras H, I e J para representar, respectivamente,
a hamburgueria, o restaurante italiano e o restaurante japonés. Podemos usar
uma palavra formada por quatro dessas letras para indicar em que ordem Maria
ird jantar nesses restaurantes. Lembramos que, nesse contexto, uma palavra é
qualquer sequéncia de letras. Por exemplo, IJHJ é a palavra que indica que
Maria ird primeiro ao restaurante italiano, em seguida ao japonés, depois a
hamburgueria e, por fim, novamente ao japonés. Para satisfazer a condicao de
que Maria ird ao restaurante japonés exatamente duas vezes e ird aos demais
uma vez, as palavras que iremos formar devem ser anagramas de HIJJ. Quere-
mos, entao, contar quantos desses anagramas existem.

A ideia para resolver esse tipo de problema é transformé-lo em um prob-
lema que ja sabemos resolver. Veja que, se tivéssemos 4 restaurantes distintos,
a solucao seria bastante simples. Vamos supor por um momento que existis-
sem dois restaurantes japoneses, que iremos chamar de J; e Jo, e que Maria
desejasse ir uma vez a cada um deles. Nesse caso, para resolver o problema bas-
taria calcular o nimero de permutagoes do conjunto {H, I, Jq, Ja}, que é igual
a Py = 4! = 24. Acontece que, em verdade, J; e Jy sdo o mesmo restaurante.
Sendo assim, existem permutagoes diferentes, dentre essas 24 permutacoes, que
determinam uma mesma ordem para os restaurantes em que Maria ird, de fato,
jantar. Por exemplo, as permutagoes HIJ,Jo e HIJsJ; sao distintas, mas am-
bas fazem com que Maria visite os restaurantes na ordem indicada pela palavra
HI1JJ. Veja que, em verdade, em qualquer permutagao de {H, I, J;, Jo} pode-
mos trocar a ordem entre J; e Jo sem alterar a ordem em que Maria ira visitar
os restaurantes. Por outro lado, se trocarmos J; ou Js com qualquer outra le-
tra, faremos com que a agenda de Maria seja diferente. Dessa forma, podemos
organizar as 24 permutagoes em grupos, onde cada grupo é formado por 2 = 2!
permutagdes que representam representam o mesmo anagrama de HIJJ. A
quantidade de tais grupos é
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e essa é a resposta para o nosso problema, pois cada grupo corresponde a um
anagrama distinto de HIJJ. Para que vocé visualize claramente essa solugao,
listamos, na tabela abaixo, todas as 24 permutagoes do conjunto lbraceH, I, J;, Jo},
destacando os pares de permutagoes que correspondem a uma mesma solugao,
do ponto de vista de Maria.

HIJ,d; || THI, 05 || TJ,Hd, || 1,350
HIJod, || 18,0, || LAY, || 1J50.H
HI Ids || JiHIds || J11HJ5 || JiIdoH
Hdaldy || JolTds || Jolfidy | Joldol
AT 021 || JiHILT || Jy oL || JyJoIH
HI,J,1 || JoHJ4T || JodiHI | Jod 10

A tabela abaixo, por sua vez, foi obtida a partir da anterior, substituindo J;
e Jy por J. Veja que cada anagrama de HIJJ aparece exatamente duas vezes

24
nela. Por isso a quantidade de anagramas distintos é apenas 5= 12.

HIJJ || IH1J | IJHJ || IJJH
HIJJ || IHJJ | IJHJ || IJJH
HITY || JHLT || JIHT || JI.JH
HJIJ || JHIJ | JIHIJ || JIJH
HJJT || JHJT || JJHI || JJIH
HIJT || JHIT | JJHI || JJIH

Exemplo 2. Calcule o nimero de anagramas da palavra ABACATE.

Solugdo. Veja que temos 7 letras e que uma delas, a letra A, é repetida
trés vezes, enquanto as demais aparecem, cada uma, apenas uma vez. Primeira-
mente vamos substituir a letra A pelas letras Ay, A e A3, obtendo-se o conjunto
{A41,B, Ay,C, A3, T, E}. Sabe-se que o nimero de permutagoes desse conjunto
é P; = 7! = 5.040. Agora, tente imaginar uma lista com todas essas 7! per-
mutacoes e substitua todas as ocorréncias das letras Ay, As e Az pela letra
A. O resultado é uma lista com 7! anagramas de ABACATE, mas nessa lista
cada anagrama aparece mais de uma vez. Precisamos contar quantas vezes cada
anagrama aparece e usar essa informagao para calcular o nimero de anagramas
distintos. Para isso, basta observar que, para cada permutagao da lista original,
o numero de permutacoes que geram o mesmo anagrama ¢ igual ao numero
de maneiras de permutarmos as letras A, Ao, A3 sem mover as demais letras
dentro da permutacao em questao. Por exemplo, o anagrama AABACTE pode
ser obtido a partir de uma qualquer das 3! = 6 permutacoes a seguir:

Ay A BACTE, A A BACTE,
As A BALCTE, As A BAWCTE,
Aa Ay BACTE, Az A BACTE,



Desse modo, na lista com os 7! anagramas, cada anagrama aparece exata-
mente 3! vezes. A conclusao é que o numero de anagramas distintos de ABA-

CATE é apenas
71 5040
—=——=2840
3! 6
Se, em uma palavra com n letras, hd uma letra que se repete t vezes e
todas as demais aparecem apenas uma vez, entao o nimero de anagramas dessa

palavra é:
P, n!
T
Vejamos, agora, o que acontece se tivermos mais de uma letra que aparece
mais de uma vez.

Exemplo 3. Qual o nimero de anagramas da palavra COPACABANA?

Solugao. Aqui, temos uma palavra com 10 letras, sendo que a letra A
aparece 3 vezes, a letra C aparece 2 vezes e as letras P, B, N, O aparecem ape-
nas 1 vez. Devemos considerar, inicialmente, todas as permutagoes do conjunto
L={Cy,0,P,A;,Cy, Ay, B, A3, N, A, }. Esse conjunto possui 10! permutagoes.
Cada uma dessas permutacoes ird gerar um anagrama de COPACABANA no
momento em que removermos os rétulos das letras A e C. Agora, precisamos con-
tar quantas permutacoes distintas de L geram um mesmo anagrama da palavra
COPACABANA. Isso nos ajudard a calcular a quantidade de anagramas que
realmente sao distintos. A pergunta fundamental é a seguinte: fixada uma
permutagao de L, quantas sao as permutagoes que geram o mesmo

anagrama que ela? Veja que esse ntimero nao depende da permutacao em
questao. Ele é igual, simplesmente, a quantidade de maneiras que temos de
permutar tanto as letras C1,C5 entre si, como as letras Ai, A, A3, A4 entre
si. O numero de maneiras de permutar C; e Cy é 2!, enquanto o niumero
de maneiras de permutar Ai, As, A3, A4 é 4. Como as escolhas dessas duas
permutagoes podem ser tomadas de maneira independente e devemos realizar
ambas as escolhas, pelo principio fundamental da contagem, o nimero total
de permutagoes de L que geram um mesmo anagrama de COPACABANA é
igual a 2! x 4! = 48. Sendo assim, olhando para a lista das 10! permutacoes
de L, percebemos que podemos arranja las em grupos de 48 permutagoes, as

quais geram um tnico anagrama de COPACABANA. Segue que o nimero de

10! 10x9x8 7TXx6x5x4!
anagramas distintos igual a T xIx >; i 4!X XOXT 75.600.

No caso mais geral em que temos uma palavra com n letras, na qual varias
delas podem ser repetidos vérias vezes, temos o seguinte resultado.

Sejam n,ny,no, ..., ng nimeros naturais tais que ny +ng9 + ... +ng = n. Con-
sidere uma palavra com n letras, sendo k dessas letras distintas. Se nq, ..., nj rep-
resentam os numeros de vezes que cada letra diferente aparece, entao o niimero
de anagramas de tal palavra é igual a

n!

us —

R N BN

Exemplo 4. De quantos modos 6 pessoas (Jodo, Maria, Pedro, Janete,
Paulo e Alice) podem ser divididas em 3 duplas?



Solugao: O problema é mais sutil do que parece a principio. Uma maneira
de dividir as 6 pessoas em duplas é colocar as pessoas em fila e formar uma
permutagdo de AABBCC, isto pode ser feito de 6! x 2! x 2! x 2! = 90 modos.
Mas isto néo estd correto, pois atribuiu nomes especificos (A, B e C) as duplas
formadas. Note que colocar Jodo e Maria na dupla A e Pedro e Janete na dupla
B é equivalente a colocar Joao e Maria na dupla B e Pedro e Janete na dupla A.
Portanto, uma mesma distribuicao em duplas estd sendo contada véarias vezes.
Mais precisamente, cada distribuicao em duplas esta sendo contada tantas vezes
quanto o nimero de modos de ordenar A, B e C, ou seja, 3! = 6 vezes. Logo, o

nimero de possiveis distribuigoes em duplas é i 15.

Exemplo 5. Um “colar” consiste em um fio circular com diversas contas
presas nele. E permitido girar o colar, mas nao vird-lo de cabega para baixo.
Quantos colares diferentes podem ser feitos com 13 contas diferentes?

Solugao: Vamos primeiro supor que nao podemos girar o colar. Neste casoé

claro que existem 13! colares diferentes. Entretanto, qualquer arranjo de con-
. e . - 13!
tas tem que ser considerado idénticos aos 12 obtidos por rotagao. Logo 5= 12!

Formalmente, um anagrama de uma palavra ou frase é uma permutagao das
letras para formar uma palavra ou frase diferente. Em anagramas, os espagos e
acentos sao geralmente ignorados. Por exemplo, um anagrama de “anagrama”
é “naga a ram”. Em matematica, e para este problema, usamos com frequéncia
“anagrama” para significar qualquer permutacao de letras em uma palavra, de
modo que consideramos “aaaarngm” como sendo um anagrama de “anagrama’.

(a) Quantos anagramas tem a palavra MOCINHA?

Solugao: Primeiro, vamos combinar que contaremos a prépria palavra
como um de seus anagramas.



A palavra dada tem 7 letras, todas distintas. Para contar o ntimero de
anagramas de uma palavra com exatamenteuma letra é facil: existe exata-
mente um anagrama. Vamos inserir na palavra de uma letra uma segunda
letra diferente da primeira. Ela pode ser colocada na frente ou atras da
letra dada, de modo que existem dois anagramas de uma palara com duas
letras. Insira mais uma letra diferente. Temos que considerar todas as
cadeias de letras existentes e colocar uma letra nova em cada uma delas.
Para cada cadeia com duas letras, isso pode ser feito de trés maneiras
diferentes, colocando a letra nova na frente, no meio ou no final. Por-
tanto uma palavra com 3 letras terd 2 x 3 = 6 anagramas; uma quarta
letra pode ser inserida em 4 lugares diferentes, de modo que uma palavra
com 4 letras tem 4 X 6 = 24 anagramas; uma palavra com 5 letras tem
5 x 24 = 120 anagramas; e assim por diante. Para uma palavra com 7
letras, obtemos 2x 3 x4 x5 x 6 x7 = 5040 anagramas. O produto de todos
os inteiros consecutivos de 1 até n é denotado po n!. Logo o nimero de
anagramas de uma palavra com 7 letras distintas pode ser escrito como 7!.

Vocé pode encontrar um anagrama que signifique um animal? Vocé pode
encontrar outros que sejam palavras em portugués?

Solugao: Minhoca; caminho.

Decifre a frase a seguir onde as palavras corretas estao substituidas por
seus anagramas: VALORES BRALEMPOS SACATOMITEM TEMERI-
ANIDA.

Solucgao: RESOLVA PROBLEMAS MATEMATICOS DIARIAMENTE.



