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Triangulos

1 Exercicios Introdutadrios

Exercicio 1. Classifique cada sentenca como verdadeira
(V) ou falsa (F):

a) Todo tridngulo retingulo € isdsceles.

b) Os trés dangulos de um tridngulo equildtero sao congru-
entes.

¢) Um tridngulo € isdsceles se possui os trés lados congru-

entes.

d) Nao existe tridngulo que seja  simultaneamente
retangulo e equildtero.

e) Nao existe triangulo que seja  simultaneamente

retangulo e isdsceles.

Exercicio 2. No desenho abairo, o triangulo NABC ¢é
isdsceles com base BC. Determine os valores de x e y.

y+40° 3y + 20,

Exercicio 3. O teorema do dangulo externo afirma que a
medida de um angulo externo de triangulo é a soma das
medidas dos outros dois angulos internos ndo adjacentes
a ele. Podemos verificar tal afirmacao lembrando que a
soma dos dangulos de um triangulo sempre € 180°. Assim,
no desenho abaizo, o dngulo ZBCA mede 180° —a — (8 ¢
o angulo externo correspondente é o seu suplementar, ou
seja, vale o+ f3.

Em cada um dos itens abaizro, determine o valor do angulo
x.
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abaixo:

Exercicio 5. Dizemos que um triangulo € acutangulo
quando todos 0s seus angulos sao menores que um angulo
reto. Dizemos que um triangulo é retangulo quando um de
seus angulos for igual a um angulo reto. Por fim, dize-
mos que um triangulo € obtusangulo quando um dos seus
angulos for maior que um angulo reto. Sabendo que a soma
dos angulos de um triangulo € sempre 180°, determine
em cada um dos itens abaixo se o triangulo é acutangulo,
obtusangulo ou retangulo conhecendo apenas dois de seus
angulos.

a) ZABC =70° e ZBCA = 10°.
b) ZABC =80° ¢ /ZBCA = 15°.
¢) ZABC =30° ¢ /ZBCA = 60°.
d) ZABC =60° ¢ /BCA = 60°.

Exercicio 6. Determine o valor de x no desenho abaizo.
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Exercicio 7. Determine o valor de x no desenho abaizo.
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Exercicio 8. Na figura abaizo, o triangulo ANABC ¢€
equildtero. Determine os valores de x e y.

C

Exercicio 9. No desenho abairo, eristem dois pares de
triangulos congruentes. A partir do desenho, determine
que pares sao esses e justifigue em quais casos de con-
gruéncias eles se enquadram.

Exercicio 10. No desenho abaizo, os triangulos NAED
e ANCEB sao congruentes com CE = ED e ZECB =
/ZEDA. Determine os valores de x e y.

c 2z +5 B

Exercicio 11. Diga o nome de cada um dos segquintes pon-
tos notdveis de um triangulo:

a) Ponto de encontro das bissetrizes.

b) Ponto de encontro das retas suportes das alturas.
¢) Ponto de encontro das medianas.

d) Ponto de encontro das mediatrizes dos lados.

Exercicio 12. No desenho abaizo, O triangulo NABD ¢é
congruente ao triangulo ABDC com AD = DC. Se AC =
x4y, DC =4x, AB =5x e BC = 3z + 2, determine os
valores de x e y.

Exercicio 13. Determine no desenho abaixo os sequintes
objetos geométricos: uma mediana, uma altura, uma bis-
setriz e uma mediatriz.

Exercicio 14. No desenho abaizo, BD ¢ uma altura rela-
tiva ao lado AC e BC = AC. Se ZACB = 40°, determine
o valor do angulo ZABD.

B

A D[] " C

Exercicio 15. No desenho abaixo, sabendo que /BCA =
30°, encontre o valor de ZABD.
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2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 16. No desenho abaizo, BE € bissetriz de
/ZABC. Se ZACB = 30°, determine o angulo ZDBE.

A

Exercicio 17. No desenho abaixo, o ponto D ¢ o incen-
tro do triangulo NABC. Sabendo que ZADB = 110°,
LADC =130° e £BDC = 120°, determine os angulos do
triangulo.

os]
(@]

Exercicio 18. O triangulo abaixo € isdsceles de base AB.
Determine o valor do angulo x.

C

2x + 6° 36° +

A B

Exercicio 19. No desenho abaizo, os triangulos ANABC
e ABED sao equildateros de mesmo lado. Determine o
angulo ZAEB.

S
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Exercicio 20. No desenho abaizo, os triangulos NABD e
ABDC sdo congruentes. Determine as medidas de « e 5.

C

w
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A AV

Exercicio 21. Na figura abaizo, LODC = ZOBE e
ZOEB = /ZDCO. Se DC = EB, ZDOB = 60° e
OB = 5¢cm, determine o comprimento de BD.

(]
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Exercicio 22. No desenho abaizo, GC e BE sdo as bisse-
trizes dos angulos ZACB e LABC, respectivamente. Se
/BAC =60° e ZABC = 80°, determine:

a) o dngulo LZACB;
b) os angulos ZDCB e ZDBC;
¢) o dngulo ZBDC.
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Exercicio 23. No desenho abairo, BD ¢é uma mediana do
triangulo NABC' e AE uma mediana do triangulo ABAD.
Além disso, AD = DE. Se DC = 8cm, determine a me-
dida do segmento BE.
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Exercicio 24. Indique para cada par de triangulos dos itens
abaixo qual caso de congruéncia pode ser aplicado.

a) b)
|
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Exercicio 25. Na figura, temos AE = BE = CE = CD.

Além disso, o e B sao medidas de angulos. Determine o
valor da razao %

Exercicio 26. Na figura, os dois triangulos sao equildteros
e 0s angulos dados em graus. Determine o valor de x.

E H

Exercicio 27. No triangulo ABC, os pontos D e E perten-
cem ao lado BC' e sdo tais que BD = BA e CE = CA.
Dado que /DAFE = 40°, determine a medida do dngulo
/BAC.

Exercicio 28. Em um triangulo ABC, /BAC = 20° e
ZABC =110°. Se I é o incentro (centro da circunferéncia
inscrita) e O o circuncentro (centro da circunferéncia cir-

cunscrita) do triangulo ANABC, determine a medida do
angulo ZTAO.

Exercicio 29. Na figura, AB = AC, AE = AD e o angulo
/BAD mede 30°. Determine a medida do anqulo x.

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 30. Na figura, o triangulo AABC € isdsceles de
base BC' e o angulo ZBAC mede 30°. O triangulo ABC D
€ 1sosceles de base BD. Determine a medida do angulo
/DCA.

Exercicio 31. Na figura abaizo, o dngulo ZADC mede 48°
e os triangulos NACD, NDBE e AEAF sao isdsceles
de bases AD, DE e EF, respectivamente. Determine a
medida do angulo ZDEF.
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Exercicio 32. Em um triangulo ANABC, com LABC —
/BAC = 50°, a bissetriz do dangulo LACB intersecta
0 lado AB em D. Seja E o ponto do lado AC tal que
ZCDE = 90°. Determine a medida do angulo ZADE.

Exercicio 33. Os pontos M e N sdo escolhidos na hipo-
tenusa AB do triangulo retangulo ANABC de modo que
BC = BM e AC = AN. Prove que o angulo ZMCN
mede 45°.

Exercicio 34. Se a soma das medidas em graus dos angulos
A, B,C, D, E e F da figura abaizo € 90n, qual o valor de
n?

o/ \

Exercicio 35. A altura CH e a mediana BK sdo dese-
nhadas em um triangulo acutingulo ANABC'. Sabemos que
BK =CH e que /KBC = ZHCB. Prove que o triangulo
ANABC ¢ equildtero.

Exercicio 36. Demonstre que a soma dos dngulos internos
de um triangulo € 180°.

Exercicio 37. A mediana BM, a altura AH e a bissetriz
CK de um triangulo AABC sao desenhadas. Sabemos que
AH intersecta BM em L, AH intersecta CK em N e BM
intersecta CK em P. Os pontos L, N e P sdo distintos.
Prove que o triangulo LN P nao pode ser equildtero.

Exercicio 38. No triangulo AABC com /BAC = 30°,
BBy e CCi sao alturas. Sejam B e Co 0s pontos médios
de AC e AB, respectivamente. Prove que os segmentos
B1C5 e ByCh sao perpendiculares.

Exercicio 39. Uma estrela de “n pontas” € formada como
seque. Comecamos numerando os lados de um poligono

convexo de n lados com 1,2,...,n de forma consecutiva.
As pontas das estrelas sdo formadas pelas intersecdes das
retas que passam por lados que diferem por duas unidades.
Nessa ordem, estamos considerando que os ladosn en—1
vao formar pontas com os lados 2 e 1, respectivamente. A
figura abaizo mostra um exemplo com n = 5. Determine
o wvalor da soma dos angulos interiores das n pontas da
estrela.

Exercicio 40. Pindquio afirma que € possivel formar um
retangulo usando alguns triangulos, sem sobreposicao, to-
dos com 0os mesmos angulos e nenhum dos quais possuindo
um angulo reto. Isso € realmente possivel ou Pindquio estd
mentindo ?

Exercicio 41. No triangulo AABC abairo, BP ¢ bissetriz
do dngulo B, M ¢é o ponto médio do lado AC e AP ¢é
perpendicular « BP. Se AB = 6 e BC = 10, determine
PM.

Exercicio 42. Em um triangulo ANABC, AB = AC e
/BAC = 30°, marca-se um ponto @ sobre o lado AB e um
ponto P na mediana AD, de modo que PC = PQ(Q # B).
Determine ZPQC.
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Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutadrios
1. a)F bV coF d)V eF

2. Como 2x +3 = x + 11, temos x = 8. Além disso,
y + 40° = 3y 4 20° implica que y = 10°.

3. a)z=80° b)x=45°. c¢)x=50°. d)z=60°.

4,

a) Como y+70°+30° = 180°, temos y = 80°. Além disso,
x + 80° 4 60° = 180° implica que x = 40°.

b) Como x + x + 30° = 180°, temos x = 75°. Além disso,
pelo teorema do angulo externo, x = 75° = 20° + y.
Dai, y = 55°.

5.

a) obtusingulo, pois ZBAC = 100°.

b) acutingulo, pois ZBAC = 85°.

¢) retangulo, pois ZBAC = 90°.

d) acutangulo (e também equildtero), pois ZBAC = 60°.

6. Pelo teorema do angulo externo, ZBOA = 130°—30° =
100°. Além disso, LZCOD = ZBOA = 100° , pois sao
angulos opostos pelo vértice. Assim, x+100°+40° = 180°,
ou seja, x = 40°.

7. Analisando a soma dos angulos do triangulo NABD,
temos ZADB + 20° + 90° = 180°, ou seja, ZADB = T70°.
Como AD € paralelo a BC, seque que ZEBC = T0°.
Finalmente, analisando a soma dos angulos do triangulo
ABEC, temos 70° 4+ 60° + x = 180°. Assim, v = 50°.

8. Temos:

i) 20 —1=17, entdo v = 4.

i) x+y =7, entao y = 3.

9.

i) Os triangulos AABC e AEFD, pelo caso LLL;
1) Os triangulos AGHI e AJKL, pelo caso LAL.

10. Como os triangulos NAED e ACEB sdo congruentes
com CE = ED e /ZECB = ZEDA, entio EB = AFE e
CB = AD, ou seja, y = 7 e 2x +5 = 13. A ultima
igualdade produz x = 4.

11. Temos: a) Incentro; b) Ortocentro; ¢) Baricentro e d)
Clircuncentro.

12. Como AB = BC, temos b5x = 3x + 2, ou seja, x = 1.
De AC = 2AD, seque que x© + y = 8z e consequentemente
y="T.

13. Temos: BM é mediana, AE € altura, CD € bissetriz
e HM € mediatriz.

14. Se ZACB = 40° e AC = BC, entio ZCAB =
/CBA =T70°. Assim, ZABD = 180° — 70° — 90° = 20°.

15. Se Z/BCA = 30°, entdo ZBAC = 180° —90° — 30° =
60°. Assim, LZABD = 180° — 90° — 60° = 30°.

2 Exercicios de Fixacao

16. Como LACB = 30°, entiao LCAB = 60° e, por
consequéncia, LABD = 30°. Assim, /DBE = 45° —
/ABD = 15°.

17. Dividindo os angulos internos do triangulo em dois
angulos congruentes a a no vértice A, dois congruentes a
B no vértice B e dois congruentes a y no vértice C, tem-se
a+B="70° a+vy=50° e+~ =060° Dai, resolvendo
o sistema formado por essas equacoes, a = 30°, B = 40°
ey = 20°. Assim, temos ZBAC = 60°, ZCBA = 80° e
ZACB = 40°.

18. Como 2x + 6° = 36° + x, temos x = 30°.

19. O triangulo NABE ¢ isdsceles pois AB = BE. Seja

a o seu angulo da base. Pelo teorema do angulo externo
aplicado ao triangulo ANABE com respeito ao angulo ex-
terno ZEBD, temos a +a = LZEBD = 60°. Portanto,
a = 30°.

20. Temos 78 = 70° e 2a = 50°, ou seja, § = 10° e
a = 25°.

21. Pelo caso ALA, AODC = ANOBE e dai OD = OB =
5¢m.  Como o triangulo ADOB € isdsceles com angulo
do vértice medindo 60°, temos ZODB = ZDBO = 60°
e consequentemente ANODB ¢ equildtero. Assim, DB =
OB = 5cm.

22. a) LACB = 180° — 60° — 80° = 40°;

b) Como BE e GD sao bissetrizes, /DCB = 20° e
ZDBC = 40°;

¢) Analisando a soma dos dngulos do triangulo ADBC,
temos ZBDC = 180° — 40° — 20° = 120°.

23. Como BD e AFE sao medianas e AD = DFE, tem-se
BE =ED = AD = DC = 8&cm.
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24. a) LAL;
b) LAA,;

¢) LLL;

d) ALA.

25. Como ACDE € isésceles, /DEC = 80° = LAEB,
pois sao angulos da base. Assim, como LABE ¢ isdsceles,
a = 50°. De forma andloga, 8 = 40°. Portanto, % = %

26. Como ANCEF ¢ equilaterio, Z/ZFCD = 180° = 75° —
60° = 45°. De forma andloga, /M DC = 55°. Assim, o
angulo determinado pela intersec¢ao das retas M D e CF
€ 80°. Portanto, x = 180° — 60° — 80° = 40°.

27. (Extratdo da OBM 2011) Como ABAD e ANAEC sao
isosceles, seque que /BAD = /BDA e ZCAE = ZCFEA.
Tem-se ainda que /BAC = /BAD + ZCAFE — 40° =
/ZBDA+ ZCEA — 40° = (180° — 40°) — 40° = 100°.

28. (Extraido da OBM 2008)

Como ZABC = 110°, entdo LZAOC = 140° e com isso
ZOAC = 20°. Por outro lado, ZIAC = 10°. Portanto,
ZIAO = 30°.

29. (Extraido da OBM 2006) Pelo teorema do angulo ex-
terno, ZADE + x = 30° + LABD, portanto ZADE =
/AED = 30° + ZABD — x. Além disso, ZAED =
x + LACD. Igualando as duas equacdes e usando que
LABC = LACB, temos 30° + LABD —x =x+ LACD,
ou seja, x = 15°.

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

30. (Extraido da OBMEP - 2005) Como AABC é
isosceles, temos LABC = ZACB = a. Como ABCD
€ isdsceles, também temos LBDC = /DBC = «. Se
/ZDCA = 3, tem-se, pelo teorema do angulo externo, que
a = 30° + 5. Analisando a soma dos angulos do ABCD,
a+a+a—F=180°. Assim, pelas duas equacdes tem-se

28 4+ 90° = 180°, ou seja, B = 45°.

31. (Extraido da OBMEP 2008) Pelo teorema do dngulo
externo e usando que o triangulo ANCAD € isdsceles,
/ACB = /CAD+/CDA=2-ZCDA = 96°. Do mesmo
modo obtém-se Z/CBA =2-/DFEA e /BAC =2 -FFEA.
Somando as trés igualdades,

180° = ZABC+ £Z/BCA+ ZCAB
= 96°+2-4/DFEA+2-/FFEA
96° 4+ 2/DEF.

Ou seja, ZDEF = 42°.

32. (Extraido da OBM - 2011) Sejam £ZBAC = « e
/BCA =283, tem-se ZABC = « + 50°. Pelo teorema do
angulo externo no triangulo ADEC, ZAED = 90° + (.
Analisando a soma dos dangulos dos triangulos NABC, te-
mos a + (o + 50°) 4+ 28 = 180°, ou seja, o + S = 65°.
Finalmente, analisando a soma dos angulos do triangulo
AEAD, temos x+a+(90+8) = 180° e consequentemente
x=90° — (a«+ B) = 25°.

33. (Extraido do Torneio das Cidades) Seja ZCAB = 2a.
Assim, ZCBA = 90° — 2a. Os dngulos da base dos
triangulos isdsceles ANACN e ACMB wvalem 90° — « e
45° + «, respectivamente. Assim, /MCN = 180° —
ZCMN — ZCNM = a + (45° — o) = 45°.

34. (Eztraido da AIME) Chamando a interseccio entre

AF e ED de G e a interseccio de AF e BC de H, te-
mos pelo teorema do angulo externo que /DGH = E + F
e Z/CHG = A+ B. Analisando a soma dos dangulos do
quadrildtero DCHG, temos A+ B+C+ D+ E+F = 360,
ou seja, n = 4.

35. (Extraido da Olimpiada de Leningrado) As igual-
dades fornecidas tmplicam que os triangulos ABKC e
ACHB sdo congruentes pelo caso LAL. Assim, temos
CK = HB e BK 1 KC. Consequentemente BK € uma
altura e NABC' € isdsceles com AB = BC. Além disso,
/HBC = ZKCB implicando que AB = AC. Como os
trés lados sao iguais a AB, o triangulo € equildtero.

36. Pelo vértice B, trace uma reta paralela ao lado AC.
Tal reta forma dois pares de angulos alternos internos de
valores a e 8. Como a soma dos trés angulos incidentes
no vértice B ¢ um angulo raso, temos:

/BAC + /ACB + /CBA = a+ 3+ = 180°.

)

37. Suponha, por absurdo, que o triangulo ALNP ¢é
equildtero. Teremos:

/BCA
- =

90° — ZHNC = 30°.

Além disso,

£ZBCA

/ZBMC = ZLPN — = 90°.

Como BM ¢ altura e mediana, concluimos que NABC
€ isdsceles. Sendo /BCA = 60°, podemos concluir que
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ANABC ¢ de fato equildtero. Nesse caso, BM, CK e AH
seriam concorrentes em um mesmo ponto e isso produzi-
ria um absurdo pois estamos supondo que L, M e P sao
distintos.

38. Como B1Cy € mediana do triangulo retangulo
ABB1A, entao B1Cy = (A e, por consequéncia,
LABCy = /B1ACs = 30° e /B1C5A = 120°. De forma
andloga, tem-se ZAB3C7 = 120° e ZB>C1 B = 120°. Seja
P a intersecgcao entre C1Bs e B1Cy. Analisando a soma
dos dngulos do quadrilditero ABoPCs, temos LCyPBy =
360° — 30° — 120° — 120° = 90°, ou seja, B1Cs € perpen-
dicular a C1B>.

39. (Extraido da AIME) Sejam S a soma dos dngulos
nas n “pontas”’e R a soma dos outros 2n angulos inter-
nos dos triangulos que contém estas “pontas”. O poligono
desenhado tem soma dos angulos externos dado por 360°.
Como os dangulos que compdem R sao os dngulos exter-
nos do poligono contados exatamente duas vezes, temos
R =2-360°. A soma dos angulos internos dos n triangulos
que contém as pontas vale 180°n. Assim, 180°n = S+R =
S+ 720° implica que R = 180°(n — 4).

40. (Eztraido do Torneio das Cidades) Dessa vez
Pindquio nao estd mentindo. Abaizo € exibido um exemplo
com 8 triangulos possuindo os angulos 30° e 120°.

41. Seja Z o ponto de interse¢do do prolongamento de AP
e BC. O triangulo NABZ ¢ isdsceles, pois o segmento AP
€ altura e bissetriz. Logo, BZ = AB = 6 e consequente-
mente ZC = BC — BZ = 10— 6 = 4. Como o triangulo
NABZ éisdsceles, BP € altura, bissetriz e mediana. Logo
P ¢é o ponto médio de AZ. Como M jd é o ponto médio
de AC, PM ¢ a base média no triangulo NAZC, ou seja,
PM = 2.

42. Como NABC ¢ isésceles e ZBAC = 30°, ZABC =
/ACB = T75°. Sejam /PBQ =3, /PBC =6 ¢ FE ain-
tersecao de BP com QC. Como PD € mediana e altura do
ABPC, temos PC = PB. Assim, os triangulos APQB
e APBC sao isosceles com angulos das bases 3 e 0. Pelo
teorema do dngulo externo, seque que LEPQ = 203 e
/ZEPC =20. Assim, ZQPC = 28+20 =2/QBC = 150°.
Finalmente, como AQPC também € isdsceles de base PQ),
seque que ZPQC = 15°.
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